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摘摘摘 要要要

密度矩阵重正化群方法（DMRG）是上世纪九十年代发展起来的一种非常

精确的计算一维量子多体格点系统基态和低能激发态性质的数值方法。最近几

年DMRG已经被推广到可以分别精确计算一维量子格点系统的动力学演化(自

适应含时密度矩阵重正化群, t-DMRG)和热力学性质(有限温密度矩阵重正化

群, FTDMRG)。本文中我们将t-DMRG与FTDMRG结合起来尝试了计算一维

量子系统在有限温度下的动力学性质。

另一方面,最新实验技术的发展对在理论和数值上研究量子杂质系统的

动力学提出了迫切的要求。借助数值重正化群(NRG)中的一些技巧, 我们将t-

DMRG和FTDMRG推广到计算量子杂质系统的动力学和热力学性质。初步测

试结果表明，t-DMRG和FTDMRG能够很精确和有效率的研究量子杂质系统的

动力学和热力学性质。

关键词：密度矩阵重正化群，矩阵乘积态，数值重正化群, 量子杂质系统，耗散

量子系统，含时哈密顿量，共振能级模型，耗散Landau-Zener模型，自旋-玻色子

模型





Abstract

Density matrix renormalization group method was firstly developed dur-

ing the 90’s last century as a numerical method to study the properties of the

ground state and low-lying states of the one dimensional quantum lattice sys-

tems. DMRG has been extended to precisely calculate the real-time dynamics

(t-DMRG) and thermodynamics (FTDMRG) of 1D quantum lattice systems. We

try to combine t-DMRG and FTDMRG to calculate the real-time dynamics of

1D quantum systems at finite temperature.

On the other hand, recent experimental progresses demand theoretical and

numerical methods to help experimentalists to study the real-time dynamics of

quantum impurity systems. By borrowing some techniques in numerical renor-

malization group method(NRG), we extend the t-DMRG and FTDMRG method

to studying the thermodynamics and real-time dynamics of quantum impurity

models. Our first results show that DMRG is a very accurate and efficient method

to study the real-time dynamics and thermodynamics of quantum impurity sys-

tems.

Keywords: DMRG, MPS, NRG, quantum impurity system, dissipative quan-

tum system, time-dependent hamiltonian, dissipative Landau-Zener problem,

resonant level model, spin-boson model





目目目 录录录

摘要 i

Abstract iii

目录 v

第一章 引言 1

第二章 自适应含时密度矩阵重正化群与有限温密度矩阵重正化群 5

2.1 传统密度重正化群方法回顾 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1.1 无限链长DMRG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1.2 有限链长DMRG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.1.3 物理量的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 自适应含时密度矩阵重正化群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2.1 其他含时的密度矩阵重正化群方法 . . . . . . . . . . . . . 11

2.2.2 由来：量子信息的帮助 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.3 原理与步骤 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2.4 物理量的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 有限温密度矩阵重整化群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3.1 原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3.2 实现细节 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

第三章 用DMRG研究一维量子系统在有限温下的动力学性质 23

3.1 模型与原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 步骤 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.3 结果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25



vi 用密度矩阵重正化群方法研究一维量子系统及量子杂质系统的动力学性质

第四章 矩阵乘积态表象简介 29

4.1 定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.1.1 例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.2 DMRG与矩阵乘积态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.3 对称性的利用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

第五章 量子杂质系统与数值重正化群 35

5.1 量子杂质系统 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5.1.1 背景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5.1.2 重要模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5.2 数值重正化群方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.2.1 对数离散化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5.2.2 映射到Wilson链 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5.2.3 迭代对角化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.3 从矩阵乘积态表象看NRG与DMRG . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

第六章 用DMRG研究共振能级模型 49

6.1 背景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6.2 模型与方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

6.2.1 Landau-Zener模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6.2.2 耗散Landau-Zener模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6.2.3 共振能级模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.3 用DMRG研究静态共振能级模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.3.1 热力学性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

6.3.2 动力学关联函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

6.4 用DMRG研究哈密顿量含时的共振能级模型的动力学 . . . . . . . 56

6.4.1 精确解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

6.4.2 精确解结果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

6.4.3 DMRG结果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6.4.4 物理分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63



目 录 vii

第七章 总结与展望 67

附录 A 波函数变换 69

附录 B z平均 71

附录 C 英文术语缩写及翻译对照表 73

参考文献 75

发表文章目录 83

致谢 85





第第第一一一章章章 引引引言言言

多粒子量子力学问题是凝聚态物理研究领域中的一个根本问题。由于问题

的复杂性我们往往需要借助数值计算的方法来进行研究。从数值计算的角度来

看量子多体问题我们遇到的一个根本性的障碍是描述系统的空间的维数随粒子

数指数发散。例如单个粒子的状态空间的维数是d, 那么对于N个粒子，要精确

描述系统的状态所需要的空间维数是dN。这个所谓的“指数墙”限制了我们用

普通的解薛定谔方程的方法来研究多粒子数的系统。

人们想出了很多办法来解决这个问题，例如密度泛函方法或者量子蒙特

卡洛所方法。在本论文中我们要讨论的是利用了重正化思想的数值方法。这种

重正化思想最早被75年Wilson提出的数值重正化群(Numerical Renormalization

Group, NRG)所使用[66]。数值重正化群可以很精确的计算量子杂质问题，例

如Kondo问题。但是当人们将数值重正化群用到实空间的一维量子格点系统时

发现计算结果远不如数值重正化群在能量空间计算量子杂质问题时效果好。

1992年Wilson的学生White在分析了NRG在计算实空间一维量子格点系统

失效的原因之后，提出了密度矩阵重正化群方法(Density Matrix Renormlization

Method, DMRG)。DMRG可以非常精确的计算一维系统的基态和低能级发态的

性质[61]。

DMRG在计算一维近邻相互作用格点系统的成功很自然的使人们尝试把它

进行推广。这包括两个方面：一是推广到计算动力学性质[20, 42, 28, 23]和热力学

性质[9, 60]，二是推广到计算其它类型的问题，例如高维格点系统[37, 64, 21, 68]，

动量空间[67, 36]，量子化学[14, 62, 13]系统。在后者的尝试过程中，人们发

现DMRG在计算这些问题时需要保留很大的状态数目，而且所得的结果也远不

如DMRG在计算一维近邻相互作用系统所得接结果精确。这促使人们开始思考

为什么DMRG在计算这类问题的时候效果不是很好，而在计算一维近邻相互作

用系统时能给出非常好的结果。这便开始了DMRG基础的理论研究。

在研究DMRG的理论基础的过程中，Östlund和Rommer最早指出可以使用

矩阵乘积态表象（Matrix Product State Representation）来描述DMRG[39]，并

表明DMRG实际是一种对矩阵乘积态的变分方法。基于矩阵乘积态，人们取得

了一系列对DMRG本质的认识并且在此基础上提出了很多改进DMRG的方法,
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例如Verstraete等人利用矩阵乘积态的分析改进了DMRG在周期性边界条件时

的精度[55]。

在计算凝聚态物理学家利用矩阵乘积态研究DMRG方法本身的问题的同

时，量子信息物理学家也对矩阵乘积态表象产生了兴趣。他们开始利用矩阵乘

积态探讨量子系统的经典模拟问题。所谓经典模拟是指用经典计算机（也就是

我们现在使用的计算机）来模拟。量子信息物理学家之所以研究这个问题是因

为他们想知道什么样的量子系统是可以用经典计算机来模拟的，而什么样的量

子系统不可能用经典计算机来模拟。这样他们就知道应该选择什么样的量子系

统作为量子计算机的基础。因为使用用经典计算机可以有效模拟的量子系统制

成的量子计算机是体现不出量子计算机的优越性的。2003年Vidal提出了一种

叫做TEBD的算法[?]，并且证明任何纠缠度不大的量子系统的动力学都可以使

用TEBD算法在经典计算机上加以模拟，所以量子计算机应该选用那些纠缠度

大的系统。

凝聚态物理中研究的很多系统按照TEBD算法的标准来说正好属于纠缠

度不大的系统，例如一维近邻相互作用系统，所以对于凝聚态物理学家来

说TEBD是一种很有用的模拟量子系统动力学的方法。Daley等人[12]和White等

人[65]分别将TEBD算法与DMRG算法结合起来，提出了自适应含时密度矩阵重

正化群（Adaptive time-dependent DMRG，t-DMRG)来计算一维系统的含时演

化问题，后来Feiguin等人又在t-DMRG的基础上提出了FTDMRG来计算一维有

限系统的热力学性质[15]。如果说凝聚态物理学家帮助量子信息物理学家找到

了TEBD，则量子物理学家反过来帮助凝聚态物理学家提出了t-DMRG。

矩阵乘积态语言不仅架起了DMRG与量子信息的一座桥梁，同时在数

值重正化群与DMRG之间也架起了另外一座桥梁。2005年Verstraete等人证明

了NRG也可以用矩阵乘积态的语言来描述，而且很大程度上NRG与DMRG的数

学结构是相通[56]。我们正是利用了这一点来使用DMRG研究具有含时哈密顿

量的量子杂质系统。

哈密顿量含时的量子杂质系统之所以在最近几年越来越引起人们的关注主

要是因为最近纳米技术的发展使人们现在可以尝试制造固态的纳米量子信息处

理器件。而这类量子器件的基本单元往往可以用哈密顿量含时的量子杂质系统

来描述。所以人们希望能够从数值和理论上来研究这类系统以帮助实验物理学

家设计制造量子器件。现有的含时NRG只能处理突变型的哈密顿量而不能处理
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随时间变化的哈密顿量[3]。正是基于这种背景我们尝试了使用DMRG来研究哈

密顿量含时的量子杂质系统。

本文的内容是如下安排的：第二章我们系统的介绍了t-DMRG和FTDMRG，

第三章我们将t-DMRG与FTDMRG结合起来计算了有限温度下一维系统的动

力学性质的尝试，第四章我们简要介绍了矩阵乘积态，第五章我们介绍了数值

重正化群的基本步骤以及NRG与DMRG的关系，第六章我们尝试了用DMRG来

研究一个精确可解的哈密顿量含时的量子杂质系统。





第第第二二二章章章 自自自适适适应应应含含含时时时密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重正正正化化化群群群与与与有有有限限限温温温密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重

正正正化化化群群群

自适应含时密度矩阵重正化群（Adaptive time-dependent DMRG，t-

DMRG)是在传统DMRG的基础上的扩展, 而且在实际运用t-DMRG时往往需

要用传统DMRG来计算初始状态。所以在在介绍t-DMRG之前有必要首先介绍

一下传统的密度矩阵重正化群方法。

2.1 传传传统统统密密密度度度重重重正正正化化化群群群方方方法法法回回回顾顾顾

Wilson在1975年提出的数值重正化群方法（NRG）[66]成功解决了Kondo问

题等一系列量子杂质问题。NRG在处理杂质问题上的成功使人们自然想到：如

果用实空间的格点来代替量子杂质问题中的能级或许可以用NRG来计算一些一

维量子多体系统的基态性质。但是实际计算人们却发现NRG的效果很差。

White和Noack分析了数值重正化群在计算一维实空间格点系统失效原因，

指出关键是当用NRG在实空间增长链长来计算基态时，整个系统的基态和增

长过程中的孤立的不完整的系统的基态在边界条件上有很大的不同。在此基础

上White在1992年提出了密度矩阵重正化群[63]解决了计算一维量子系统基态性

质的问题。

密度矩阵重正化群克服NRG遇到的问题的思路是通过构造一个与系统连接

的环境来模拟系统在处于热力学极限时的边界条件。这样在系统增长过程中便

不再是一个孤立的系统。下面具体介绍一下密度矩阵重正化群的计算步骤。

2.1.1 无无无限限限链链链长长长DMRG

传统的密度矩阵重正化群主要用来计算一维量子多体实空间格点系统的基

态和激发态的性质。从数值上处理量子多体系统的主要困难是所谓的指数墙困

难。即随着系统格点数目的增多，用来描述系统的状态空间的维数是指数发散

的。假如每个格点的表示的维数是 d，系统的大小为 L，则总系统的希尔伯特空

间的维数是 dL．
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NRG和DMRG解决这个问题的思想是逐次增加格点数目，当整个系统的希

尔伯特空间的维数超过了事先所限定的维数m之后，则将这个系统矢量投影到

一个维数为m的子希尔伯特空间，并且使得系统矢量的尽可能多的分量落到这

个子空间内。然后用这个子希尔伯特空间来近似表示原来的空间并以此类推知

道系统增长到所要的长度为止。这种重正化方法之所以可行是因为对于凝聚态

物理学家感兴趣的基态和激发态往往只是居于在整个希尔伯特空间的一小部

分。具体的细节超出本文范围，不在此讨论了[53]。

密度矩阵重正化群方法包括无限链长DMRG和有限链长DMRG，简称无

限DMRG和有限DMRG。无限DMRG是指将链长由最初的两个格点（一个系统

格点，一个环境格点，或者按照左右分为左侧格点和右侧格点）逐次增加一个格

点直到达到所要求的链长为止。之所以叫做无限DMRG是因为这个过程可以无

限制的增加链长。图 2.1所示为无限DMRG的步骤。

图 2.1: 无限链长DMRG示意图（本图及下图均摘自[47]）

一个典型的用无限DMRG计算基态的具体步骤是：

1. 初始化。初始化是生成最初的系统和环境。一般是生成一个系统格点，一

个环境格点以及生成系统和环境块的哈密顿量等相关算符。即图 2.1中的
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第一行。

2. 增加一个格点。系统和环境快各增加一个格点后，表示的空间扩大，所以

需要将原有的算符和新加格点的所有算符在新的希尔伯特空间里重新表

示出来。原来的哈密顿量也要因为增加的新的格点做相应的更新。记新的

系统和环境的维数为m′。如果m′ ≤ m则继续执行这一步再增加一个格点。

这对应于图2.1的第二行。

3. 构造总系统（或超快，super block）并计算其基态. 即将环境块和系统块

连在一起组成一个总系统，求这个总系统的哈密顿量的基态。这个哈密顿

量的维数是m′2在实际计算中m′往往需要达到103的数量级。所以如果显式

的表示出这个哈密顿量的所有元素的话那么我们需要储存1012个双精度变

量。这显然远远超过了现有计算机的能力。其实这样做也是没有必要的，

因为这个哈密顿量的绝大多数元素都是零，是一个稀疏度很高的稀疏矩

阵。在实际的DMRG计算中我们甚至也不是用稀疏矩阵的方法把这个哈

密顿量求出来，而是通过定义一个函数：

y = f(HL, HR, HM , x) = HSx (2.1)

其中HL和HR分别是左右块的哈密顿量, HM是连接左右块的哈密顿量项,

HS是没有被显示的构造出来的总系统的哈密顿量。x和y分别是被乘波函

数和结果波函数。当知道了这个乘法函数后，我们就可以利用Lancos等算

法来求出这个总系统哈密顿量的基态。

4. 从总系统基态求左右块的约化密度矩阵。加入上面所求出的基态是 |ψ〉，
那么左右块的约化密度矩阵分别是：

ρL = TrR|ψ〉〈ψ| (2.2)

ρR = TrL|ψ〉〈ψ| (2.3)

5. 对角化约化密度矩阵。对角化约化密度矩阵，然后选取最大的m个本征值

所对应的本征矢量作为新的截断了的希尔伯特空间的基。这样的一个m维

空间是所有可能的m维空间中能使左块（或右块）在原来的大的空间中的

状态获得最大投影的空间。换句话说这个截断了的希尔伯特空间保留了原

来的最可几状态。通过约化密度矩阵选取最可几状态是DMRG与NRG的

最大区别。
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6. 重正化左右块的算符。也就是用上一步求出的新的基失来重新分别表示左

右块的所有算符。

7. 回到第（2）步知道达到所需的链长为止。

2.1.2 有有有限限限链链链长长长DMRG

有时无限DMRG所求出的结果还不够精确，这主要有两个原因：

• 在无限DMRG的初始阶段环境块比较小，不能很好的模拟系统处于热力

学极限下的情形。

• 对于不均匀系统，比如有外加的空间周期势场或者随机势场，在无
限DMRG的增加链长的过程中的基态与系统最后的基态有较大的差别，

所以在增加链长的过程中选择的状态只是表示该链长的基态的最佳状态

而不是表示最终链长的最佳状态。

有限链长DMRG可以克服上述的两个问题。如图 2.2所示，具体做法是：

图 2.2: 有限链长DMRG示意图

1. 首先使用无限DMRG增加到目标链长。
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2. 仍然按照无限DMRG的做法，继续增加一个格点到其中的一块。

3. 另外一块减去一个格点。也就是将另外一块还原到上一步的状态。所以要

使用无限DMRG必须在有限DMRG的过程中保留中间过程的块的信息。

4. 构造总系统求基态。这一步和无限DMRG的第3步一样。需要指出的是在

这一步中有一个重要的提高求基态的迭代算法的收敛速度的技巧，也就是

所谓的预测波函数(附录A）。预测波函数是指把上一步的波函数也类似于

变换块的算符的方法一样变换到移动了一个格点之后的新的基中。然后以

这个波函数作为求这一步的基态的迭代算法的初始猜测。因为前后两步的

波函数差别很小，因此以上一步的波函数作为迭代初始值要比一个随机的

初始波函数更加接近最终的解，从而大大减少了迭代次数。

5. 继续第2,3步直到其中的一块只剩下一个格点。然后反方向增移动知道到

达另一端，再次折回回到中间完成了一次完整扫描优化过程。如有必要可

以进行多次扫描。

在后面我们还会提到，无限DMRG之所以能达到更高的精度是因为这种扫

描的过程其实是一个变分求极小值的过程。

2.1.3 物物物理理理量量量的的的计计计算算算

用DMRG求出了基态波函数也就同时求出了总系统的能量。但是我们往往

还需要计算其他一些算符在基态下的期望值。最常见的是单个格点的物理量的

期望值，比如某一个格点上的粒子数和自旋，和两个格点物理量的期望值，如

格点格点之间个关联函数等等。对于更多的联合算符的期望值就需要用第四章

要讲到的矩阵乘积态表象重新表述过的DMRG来计算，这里我们不考虑这种情

况。

2.1.3.1 单单单个个个格格格点点点物物物理理理量量量

如前所述在无限有限DMRG过程中，块算符和块中的所有格点的算符都经

过了重正化在新的表象中表示了出来。假如最后一步总系统的基是|s, e〉。（注意
我们这里用了新系统|s〉和新环境|e〉这种两部分组成的基失而不是有些文献中
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的四块（老系统，老环境和中间的两个格点）的基失。）不失一般性假设我们要

计算新系统中的一个格点x上的算符Ax的期望值。Ax在新系统基失下的表示是

Ax =
∑

s,s′
Ax

s,s′|s′〉〈s| (2.4)

基态波函数在此表象下是:

|Ψg〉 =
∑
s,e

Ψs,e|s, e〉 (2.5)

那么Ax在基态的期望值是：

〈Ax〉g = 〈Ψg|Ax|Ψg〉
=

∑

s,e,s′,e′
Ψ∗

s′,e′Ψs,eA
x
s,s′〈s′, e′|s′〉〈s|s, e〉 (2.6)

2.1.3.2 两两两格格格点点点物物物理理理量量量

对于两格点算符我们要分两种情况来讨论。一种是两个格点分处在不同块

上的情况。例如Ax,By分别是处于新系统块上的x格点和处于新环境上的y格点

上的算符。在各块中它们分别表示为：

Ax =
∑

s,s′
Ax

s,s′|s′〉〈s| (2.7)

和

By =
∑

e,e′
By

e,e′|e′〉〈e| (2.8)

那么两格点关联函数可以如下计算：

〈AxBy〉g = 〈Ψg|AxBy|Ψg〉
=

∑

s,e,s′,e′
Ψ∗

s′,e′Ψs,eA
x
s,s′B

y
e,e′〈s′, e′|s′〉〈s|s, e〉 (2.9)

当两个格点处于同一块上时，例如我们有处于系统块上的z格点的算符Cz，

表示为

Cz =
∑

s,s′
Cz

s,s′|s′〉〈s| (2.10)
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要求〈AxCz〉人们首先想到的是可以先将Ax
s,s′与Cz

s,s′相乘

AxCz ≈
∑

s,s′
Ax

s,s′|s′〉〈s|
∑

s̃,s̃′
Cz

s̃,s̃′|s̃′〉〈s̃|

=
∑

s′,s̃

(
∑

s

Ax
s,s′C

z
s̃,s)|s′〉〈s̃| (2.11)

然后再求这个乘积算符的期望值，但是实际计算就会发现这样得出的结果

精度非常差。这是因为在上式第二部中我们运用了近似关系

∑
|s〉〈s| ≈ 1 (2.12)

正确的做法是在长链的过程中将Ax和Cz作为一个整体算符生成，然后再随

后的步骤中像处理单格点算符一样重正化。例如假设x < y那么在长链的过程中

我们这样来求AC这个整体算符：

AxCz =
∑

s,s′
Ax

s,s′|s′old〉〈sold| ⊗
∑

mz ,m′
z

Cz
mz ,m′

z
|m′

z〉〈mz| (2.13)

然后重正化后求得

AxCz =
∑

s,s′
(AxCz)s,s′|s′〉〈s| (2.14)

2.2 自自自适适适应应应含含含时时时密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重正正正化化化群群群

自适应含时密度矩阵重正化群是一种非常精确有效的计算一维格点系统

动力学的方法。从04年诞生以来已被应用到研究很多动力学问题上：远离平

衡态的自旋1/2系统的动力学[18], 光晶格中的超冷玻色子[25], 量子点的输运问

题[2], 量子相变的动力学[40], 数值上演示个研究自旋电荷分离[26]。这些工作表

明t-DMRG是一种很灵活的方法。

2.2.1 其其其他他他含含含时时时的的的密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重正正正化化化群群群方方方法法法

在自适应含时密度矩阵重正化群之前，已经有一些使用DMRG计算含时

问题的尝试。比如Cazalilla和Marston在2002年提出的静态含时密度矩阵重正化

群（static time-dependent DMRG）[10], 以及以后罗洪刚，向涛和王孝群对其的

改进[31]。
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图 2.3: 描述电子的一维格点系统的两侧在t = 0时刻突然加上了一

个偏压。计算通过中间链接处的电流随着时间的变化。

静态含时密度矩阵重正化群已经可以计算淬火型的含时问题。例如图2.3所

示是一个描述导电电子的格点系统，在t = 0时突然升高一侧电压然后计算通过

连接点从一侧流向另一侧的电流随时间的变化。

图2.4所示为静态含时密度矩阵重正化群与改进前后的t-DMRG计算的电流

随时间变化。在保留了512个状态时，改进后的静态含时密度矩阵重正化群可以

算到的时间长度是50w ∼ 60w，其中w是半能带宽度。

另外Schmitteckert所用的Krylov子空间近似的方法[46]在数学结构上与经

过罗洪刚等人改进后的静态含时密度矩阵重正化群是近似等价的。静态含时密

度矩阵重正化群的优点是适用范围广，可以比较容易的推广到具有长程相互作

用的系统。缺点是计算量非常大，对计算机资源的要求很高，这在很大程度上

限制了其应用。所以人们没有放弃寻找新的方法的努力。

2.2.2 由由由来来来：：：量量量子子子信信信息息息的的的帮帮帮助助助

另一方面，近年来量子信息领域的一个热门研究问题是在什么样的条件下

量子计算机能够具有经典计算机无法比拟的处理能力。因为量子计算机本质上

是一个量子系统，所以这个问题又可表述为：什么样的量子系统的动力学行为

不能用经典计算机来很好的模拟。因为假如一个量子计算机基于的量子系统的

动力学可以被经典计算机来模拟，那么我们就可以用经典计算机来模拟这个量

子系统，然后再用这个模拟的量子系统来作为量子计算机进行计算从而达到和

使用真正的基于此类量子系统的量子计算机近似的效果。所以凡是可以用经典

计算机来有效的模拟的量子系统都不会被真正的量子计算机所采用的。

量子信息物理学家和凝聚态物理学家在用（经典）计算机来模拟量子系统

这个问题上碰到了一起但却带着不同的目的。凝聚态物理学家希望能用计算机
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图 2.4: 改进前后静态含时密度矩阵重正化群计算的电流。时间单位

半等待宽度的倒数。Nt = 0 是改进前的结果，Nt = 24是改进后的结

果。M是保留状态的数目。具体参数意义请参照[31, 10]。改进后的

静态含时密度矩阵重正化群能够在算到较长的时间,但是计算量的

代价非常大。

来研究凝聚态领域中遇到的量子系统，希望寻找到能够很好的模拟量子系统的

经典计算机算法。而量子信息物理学家则希望能找到这样一种量子系统：这种

量子系统是不可能以任何一种已知和未知的算法在经典计算机上来模拟的。因

此量子信息物理学家需要一些判据来判断什么样的量子系统可以或者不可以用

经典计算机来模拟。

2003年Vidal提出的time-evolving block decimation (TEBD)[59, 57] 算法就

是在这样一种背景下提出的判据。Vidal 证明量子计算机必须选用那些有很大

的纠缠度的量子系统，因为凡是纠缠度不够大的系统都可以用TEBD算法在经

典计算机上有效的模拟。

从凝聚态物理学家的角度来看TEBD则是：TEBD可以用来模拟纠缠度不

很大的量子系统。而很多凝聚态领域中感兴趣的量子系统以TEBD的标准来说

纠缠度都不大，因而可以用TEBD算法来很好的模拟。比如大多数一维量子系
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统。所以量子信息物理学家帮助凝聚态物理学家找到了一种可以模拟很多量子

系统动力学的方法，虽然这不是他们的本意。

Daley[12]等人和White[65]等人分别将TEBD纳入到DMRG算法中，提出了

自适应含时密度矩阵重正化群算法用来模拟一维量子系统的动力学。之所以

叫”自适应”是因为与静态含时密度矩阵重正化群的构造一个能很好包括系统

整个演化过程中的所有中间状态的希尔伯特空间的方法不同，t-DMRG只是在

每一个时间步构造出能很好包括这一步的状态的希尔伯特空间，而在下一步

构造另一个希尔伯特空间。正是因为这个原因t-DMRG要比静态含时密度矩阵

重正化群对计算机的资源要求小的多，计算速度也快的多。缺点是只能处理具

有近邻相互作用的系统。后来Feiguin和White又提出了time-step targeting方法

改进了t-DMRG是其可以应用到非近邻和梯子系统[15]。本文只讨论最初版本

的t-DMRG。

图 2.5: 用t-DMRG算的电流随时间的变化。只保留了128个状态。本

图摘自[65]。

图2.5是用t-DMRG算的与图2.4所示的同样的一个问题。而t-DMRG之保留

了128个状态就得到了好于改进后的静态含时密度矩阵重正化群的结果。而计算

速度则能提高至少一个数量级。

2.2.3 原原原理理理与与与步步步骤骤骤

用DMRG进行含时演化有两条思路：一是解薛定谔方程：

− i~
∂|ψ(t)〉

t
= H(t)|ψ(t)〉 (2.15)
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二是将时间演化算符exp(−iH(t)∆t)作用在一个量子态上|ψ(t)〉来求τ时刻

后的状态|ψ(t + τ)〉, 即

|ψ(t + τ)〉 = e−iH(t)τ |ψ(t)〉 (2.16)

t-DMRG用的是第二条思路。在前面介绍传统DMRG的时候我们就提到总

系统的哈密顿量无法显式的表达出来，所以时间演化算符e−iH(t)∆t也不能显示的

求出。t-DMRG的解决办法是使用Suzuki-Trotter分解将这个不能显示表示出来

的算符分解成一系列可以表示出来的小的算符，例如使用二阶Suzuki-Trotter分

解，我们有：

e−iHτ = e−iτ(H1+H2+···+HL)

= e−i τ
2
H1e−i τ

2
H2 · · · e−i τ

2
HLe−i τ

2
HL · · · e−i τ

2
H2e−i τ

2
H1 + O(τ 3) (2.17)

图 2.6: Suzuki-Trotter分解示意图

如图2.6所示，H1, H2 · · ·是局域的哈密顿量项，例如H1可以是第一个格点上

的势和第一第二两个格点的相互作用和跃迁项。因为这些局域的哈密顿量的维

数都很小我们可以很容易的把这些Suzuki-Trotter 因子e−i τ
2
H1等显式的求出来。

然后我们可以通过类似于有限DMRG中的扫描的方法把这些Suzuki-Trotter因

子作用到波函数上去。

t-DMRG的具体步骤是：

1. 生成初始状态。根据实际情况不同，我们需要的初始状态也不同。例如有

些时候我们需要用某些哈密顿量的基态来作为初始状态。那么我们就需要

先用无限和有限DMRG来计算出这个哈密顿量的基态。

2. 将第一个Suzuki-Trotter因子e−i τ
2
H1作用在初始波函数上。在进行这一步前

我们需要假定总系统的基失已经移动到链的最前端。例如我们可以在无
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限DMRG生成初始状态的过程中停在链的起始端而不是一般情况下的链

的中间。我们也可以利用波函数变换的方法（附录A）将初始基态变换到

链的起始端。

3. 利用波函数变换将基失向右移动一个格点。

4. 将对应于这个位置的Suzuki-Trotter因子e−i τ
2
H2作用在这一步的波函数上。

5. 反复执行第3，第4步，直到达到链的最右端。然后再从最右端向左移动并

逐步将相应的Suzuki-Trotter作用的波函数上直到返回初始位置完成一个

时间步的演化。图2.7所示为一个时间步。

6. 反复执行2到5实现其后时间步的演化。

2.2.4 物物物理理理量量量的的的计计计算算算

物理量的计算分为某一时刻的物理量的计算和动力学关联函数的计算两种

不同情况。

2.2.4.1 特特特定定定时时时刻刻刻的的的物物物理理理量量量

假如我们想求在t时刻的关联函数〈Ax(t)By(t)〉，其中Ax(t)是海森堡表象

中t时刻x格点上的A算符,By(t)是y格点上的B算符。我们有：

〈Ax(t)By(t)〉 = 〈Ψ(0)|eiHtAxe
−iHteiHtBye

−iHt|Ψ(0)〉
= 〈Ψ(0)|eiHtAxBye

−iHt|Ψ(0)〉 (2.18)

= 〈Ψ(t)|AxBy|Ψ(t)〉

求出了|Ψ(t)〉后我们就可以按照传统DMRG中求两点关联函数的方法来求

这个特定时刻的关联函数。

2.2.4.2 动动动力力力学学学关关关联联联函函函数数数

当我们要求的两点关联函数不再同一个时刻时，也就是我们要求动力学关

联函数时，方法与上面不同。假如要计算〈Ax(t)By(0)〉，有

〈Ax(t)By(0)〉 = 〈Ψ(0)|eiHtAxe
−iHtBy|Ψ(0)〉 (2.19)
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U1

U1

U2

UL

图 2.7: t-DMRG一个时间步示意图。Ux = e−iHxτ .

所以我们必须知道

|Ψ(t)〉 = e−iHt|Ψ(0)〉 (2.20)

和

|φ(t)〉 = e−iHtBy|Ψ(0)〉 (2.21)

而且要保证这两个波函数在同一个基下表示出来。t-DMRG的做法是先求

出初始波函数|Ψ(0)〉，然后通过半个波函数变换在将自由格点移到y点时将By做

用到|Ψ(0)〉得到|φ(0)〉。然后同时演化|Ψ(0)〉与|φ(0)〉。
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注意为了保证能同时很好的表示这两个波函数，我们求重正化矩阵时用的

密度矩阵是:

ρ =
1

2
|Φ〉〈Φ|+ 1

2
|Ψ〉〈Ψ| (2.22)

求出了|Ψ(t)〉与|φ(t)〉后，我们就可以用类似传统DMRG中求单格点物理量

的方法求出该动力学关联函数：

〈Ax(t)By(0)〉 = 〈Ψ(t)|Ax|φ(t)〉 (2.23)

2.3 有有有限限限温温温密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重整整整化化化群群群

对于计算一维量子系统的热力学性质，在我们下面要将讲的FTDMRG之

前，已经有了非常出色的算法：转移矩阵重正化群方法（TMRG）[60]。TMRG可

以非常精确的计算无限大二维经典系统和一维量子系统的热力学性质。

虽然有了TMRG之后我们并不迫切需要另一种类似的有限温算法，但是有

了t-DMRG很自然的我们就会想到，将t-DMRG推广到虛时从而实现计算有限

温度的性质。考虑到从DMRG扩展的有限温算法可以用来计算有限系统的热力

学性质，而且更加方便的与已有的DMRG算法结合，所以这种推广还是有意义

的。

与t-DMRG类似，FTDMRG也受益于量子信息领域的研究。Verstraete提

出可以运用在扩展希尔伯特空间虛时演化纯化的混合态的方法来实现演

化[54]。Feiguin和White将这种思想融入到DMRG中[16]，就是我们下面要将

的FTDMRG。

2.3.1 原原原理理理

要求算符A的在温度β = 1
T
热力学期望值我们有

〈A〉β = Tr(ρA)

=
1

Z

∑
n

e−βεn〈n|A|n〉 (2.24)

其中

Z = Tr(e−βH)

=
∑

n

e−βεn (2.25)
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εn和|n〉分别是系统的哈密顿量的本征值和本征矢，Z是配分函数，ρ是密度

矩阵定义为

ρ =
e−βH

Z
(2.26)

构造一个与实际系统完全相同的辅助系统，辅助系统中与实际系统中的本

征态一一对应的状态定义为|ñ〉。在实际系统和辅助系统组成的总系统中我们定
义一个对应于实际系统中温度β时的混合态的纯态

|Ψ(β)〉 ≡ e−
1
2
βH |Ψ(0)〉

≡ e−
1
2
βH

∑
n

|nñ〉 (2.27)

我们有

1

Z
〈Ψ(β)|A|Ψ(β)〉 =

1

Z

∑

n,n′
e−βH〈n′ñ′|A|nñ〉

=
1

Z

∑

n,n′
e−βH〈n′|A|n〉δñ′,ñ

=
1

Z

∑

n,n′
e−βH〈n′|A|n〉δn,n′

=
1

Z

∑
n

e−βH〈n|A|n〉

= 〈A〉β (2.28)

关于上面的推导有两点要说明：

1. A是实际系统中的算符，所以它只作用在实际空间的状态上。从而我们有

〈n′ñ′|A|nñ〉 = 〈n′|A|n〉δñ′,ñ (2.29)

2. |n〉与|ñ〉是一一对应的，所以有关系

δñ′,ñ = δn,n′ (2.30)

类似的可以证明

Z = 〈Ψ|Ψ〉 (2.31)
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2.3.2 实实实现现现细细细节节节

由上面的分析可以看出只要我们构造出实际系统和辅助系统构成的总系统

的初始纯态|Ψ(0)〉，也就是对应于实际系统无穷高温的状态。那么就可以利用
类似于t-DMRG的方法通过将虛时演化算符e−

1
2
βH作用在|Ψ(0)〉上求得对应于温

度β时的纯态。

初始状态|Ψ(0)〉 =
∑

n |nñ〉是一个最大纠缠态，对应于无穷高温状态。为了
便于程序处理我们将这个状态的基矢变换到局域格点的直积的形式：

|Ψ(0)〉 =
∏

i

∑
si

|sis̃i〉

=
∏

i

|I0i〉 (2.32)

其中|I0i〉是实际格点si与其对偶格点s̃i构成的最大纠缠态。例如对于自

旋1/2粒子我们可以选取一个格点与其对偶格点组成的贝尔基最为这个超格点

的基失：

|I0〉 =

√
2

2
(| ↑↓〉+ | ↓↑〉) (2.33)

|I1〉 =

√
2

2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉) (2.34)

|I2〉 = | ↑↑〉 (2.35)

|I3〉 = | ↓↓〉 (2.36)

对于初始状态我们只需要一个一维的矢量就可以表示。随着虛时演化，由

超格点组成的链的不同部分逐渐纠缠起来，我们就需要保留更多的状态。

FTDMRG比起TMRG的一个长处是它可以计算有限大系统的热力学性质，

假如要用它逼近无限大系统可以选取有限系统最中间的几个格点的性质来减少

边界条件的影响。图2.8所示为使用这种方法计算的自旋1/2链的热力学性质。
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图 2.8: 用有限温计算链长为L = 64的自旋1/2链的比热及磁化率随

温度的变化。图中实线是用Bethe ansatz精确解的链长L = ∞的结
果。具体参考[16].





第第第三三三章章章 用用用DMRG研研研究究究一一一维维维量量量子子子系系系统统统在在在有有有限限限温温温下下下的的的动动动力力力学学学

性性性质质质

上一章我们分别介绍了计算实时演化的t-DMRG与通过虛时演化计算热力

学性质的FTDMRG。这两个最近对DMRG功能的扩展在实际计算中都给出了

非常好的结果。2006年春向涛教授建议我将这两个DMRG的最新扩展结合起来，

先用虛时演化到特定温度，再用t-DMRG来做实时演化，从而计算一维量子系

统在有限温度下的动力学性质。

2005年Sirker等人使用了TMRG借助路径积分计算了有限温度下的动力

学[50]。我们发现我们的方法和他的不同但是在数值行为上（例如精度，运算量

等）两种方法非常相似。

下面具体介绍我们的研究。

3.1 模模模型型型与与与原原原理理理

为了测试方法，我们研究一个可精确解的模型，自旋1/2的XY模型。哈密顿

量是

H = J
∑

i

(S+
i S−i+1 + h.c.) (3.1)

在下面的讨论中我们令J = 1。

要求的问题是计算有限温度下的动力学关联函数，知道了动力学关联函数

我们就可以通过傅立叶变换进而求出谱函数。我们要求的动力学关联函数是：

corr(t) =< Sz(t)Sz(0) >β= a(t) + ib(t) (3.2)

其中a(t)，b(t)分别是关联函数的实部和虚部。Sz(t)和Sz(0)是同一格点不同时间

上的自旋算符。为了减少边界效应的影响我们选取了链中间的格点。

要计算谱函数我们先要求出推迟格林函数。算符A的推迟格林函数定义为

G(t) = −iθ(t) < A(t)A+(0)∓ A+(0)A(t) > (3.3)

如果A是玻色子算符取减号，费米子算符取加号。对于自旋算符，既可以取加号

又可以取减号，虽然这两种算出的格林函数是不同的，但是由格林函数求出的
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有实际意义的物理量比如谱函数则是相同的。下面我们将Sz视为费米子算符。

推迟格林函数是

G(t) = −i θ(t) < Sz(t)Sz(0) + Sz(0)Sz(t) >

= −i θ(t)[corr(t) + corr(t)∗] (3.4)

= −2i θ(t) a(t)

频率空间的推迟格林函数是

G(ω) =

∫ +∞

−∞
G(t)eiωt dt

= 2

∫ +∞

0

G(t) cos ωt dt (3.5)

= −2i

∫ +∞

0

a(t)eiωt dt

谱函数定义为推迟格林函数的虚部

A(ω) = −2Im[G(ω)] = 4

∫ +∞

0

a(t) cos ωt dt (3.6)

所以只要计算出有限温度下的动力学关联函数C(t)，我们就可以求出推迟格林

函数，进而求出谱函数。

3.2 步步步骤骤骤

用t-DMRG和FTDMRG计算有限温度下的动力学关联函数的基本步骤是：

1. 构造初始的无穷高温初始状态。

2. 用FTDMRG求出温度是β的纯化的波函数|ψ >。

3. 用半个空扫描将算符sz
i作用在|ψ >上得到

|φ >= sz
i (0)|ψ > . (3.7)

需要强调的是一旦我们得到|φ >，我们就需要将这两个波函数一起做变换

以保证它们始终有共同的基矢。
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4. 将所有的算符和波函数的数据类型由双精度实数转换为双精度复数以便

进行下一步的含时演化。

5. 同时演化|ψ >和|φ >至时间tmax ,每一步我们有

|ψ(ti) > = e−iHτ |ψ(ti−1) > (3.8)

|φ(ti) > = e−iHτ |φ(ti−1) > (3.9)

在这一步及下面的步骤中，算符只作用在实际空间。

6. 在每一个时间步计算动力学关联函数

corr(ti) = < ψ|eiHtisz(0)e−iHtisz(0)|ψ >

= < φ(ti)|sz|ψ(ti) > (3.10)

7. 因为tmax是一个有限的量，所以通过傅立叶变换得到的谱函数也是近似

的。

A(ω) = 4

∫ tmax

0

a(t) cos ωt dt (3.11)

这个关系式之所以成立是因为对于我们计算的这个问题动力学关联函数

随着时间的推移迅速的收敛于零。

3.3 结结结果果果

图 3.1图 3.2图 3.3 是不同温度下的动力学关联函数的实部。其中的精确解

是:

C(t, T ) = [D1(t) + D2(t, T )]2 (3.12)

其中

D1(t) =
J0(Jt)

2
(3.13)

D2(t, T ) =
i

π

∫ 1

0

sin Jθt√
1− θ2

tanh
θ

2T
dθ (3.14)

J0是零阶Bessel函数[35]。

由图我们看到温度越低，DMRG就越能和精确解在更长的时间里符合

的较好。这是因为在高温时左右块之间的纠缠随着时间会很快的增长，从
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而要求DMRG必须保留更多的状态才能到到所需要的精度。我们使用von

Neumann熵来衡量左右块之间的纠缠度，von Neumann熵定义为

S = −Trρ log2 ρ (3.15)

ρ是左块或右块的约化密度矩阵。

图. 3.4 是当DMRG扫描到链的中间时计算的von Neumann熵随时间的变

化。可以看出虽然高温时的起始熵比低温时要小，但是高温时的von Neumann熵

随着时间的演化增长速度远比低温时要快。我们还发现当von Neumann熵达到

最大值时，DMRG的结果开始偏离精确解。

图 3.5是β = 10时将动力学关联函数做做傅立叶变换求得的ω > 0的谱函

数。其中精确解使用tmax = 1000, DMRG结果保留500个状态tmax = 26。

0 5 10 15 20
t

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

a(
t)

exact
m=100
m=300
m=500

图 3.1: 用精确解和DMRG计算的温度是β = 1时的动力学关联函

数的实部。DMRG分别计算了保留几种不同状态数时的情况。虛

时演化的的Suzuki-Trotter步长是0.025，实时演化的步长是0.1。链

长L = 32.
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图 3.2: 用精确解和DMRG计算的温度是β = 5时的动力学关联函数

的实部。DMRG分别计算了保留几种不同状态数时的情况。虛时和

实时演化的的Suzuki-Trotter步长都是0.1。链长L = 32.
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图 3.3: 用精确解和DMRG计算的温度是β = 10时的动力学关联函

数的实部。DMRG分别计算了保留几种不同状态数时的情况。虛时

和实时演化的的Suzuki-Trotter步长都是0.1。链长L = 32.
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图 3.4: DMRG计算的温度是β = 10 和β = 1时的von Neumann熵。

保留了200个状态，链长是L = 32。我们在扫描的链的中间时计

算von Neumann熵。可以看出在高温时熵增加的速度比低温时快。

这解释了问什么低温时DMRG可以算更长的时间。
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图 3.5: 由精确解和DMRG计算出的动力学关联函数变换得到的温

度是β = 10时的谱函数A(ω)。
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矩阵乘积态(Matrix Product State Representation, MPS) 表象是近年来发

展起来的描述一维多体系统波函数和算符的一种表象[41, 22]。矩阵乘积态表象

的一个最重要的成果是奠定了DMRG的数学基础。因为t-DMRG，FTDMRG以

及后面要讲到的DMRG与数值重正化群的关系都是基于MPS的研究建立起来

的。

矩阵乘积态在高维空间的扩展是张量乘积态, 基于张量乘积态的对高维量

子系统的算法的探索是最近的一个新的研究热点[32, 52, 45, 48]。

4.1 定定定义义义

多体波函数一般的形式是

|Ψ〉 =
∑

{xi}
c{xi}|x1x2 · · ·xL〉 (4.1)

其中c{xi}对应于{xi}的不同组合有不同的取值。假如每个格点的自由度都
是d，总粒子数是L。那么要表示出这个状态我们需要的系数的个数是dL。参数

的个数是随粒子数指数增长的。但是假如我们能把这个系数写成{xi}的函数的
形式

c{xi} = f(x1, x2, · · ·xL) (4.2)

我们就有可能不必用指数增长的参数来描述波函数。矩阵乘积态就是这样

一种表示多体波函数的方法。系数c{xi}被定义为

c{xi} = Tr{A1[x1]A
2[x2] · · ·AL[xL]} (4.3)

其中Ai[xi]是对应于i格点处于xi状态的D维矩阵。求迹是因为这里方便起见

我们选用了周期性边界条件。对于开放边界条件应为

c{xi} = A1[x1]A
2[x2] · · ·AL[xL] (4.4)

其中的A1[x1]和AL[xL]分别是1×D和D × 1的矩阵。
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矩阵乘积态相当于给每个格点联系上了d个D维的矩阵，根据某一个基的各

个格点的状态选取各个格点的相应的矩阵然后乘起来再求迹就得到了这个基所

对应的系数。

图 4.1: 计算矩阵乘积态的算符期望值示意图。方型表示算符，圆点

表示对应于每个格点的矩阵，连线表示收缩掉的矩阵指标。

原则上只要D足够大矩阵乘积态可以表示任意一个状态。对于凝聚态物理

里面最重要的基态和低能激发态我们只需要较小的D就可以很好的近似表示。

这是因为这些状态是局域在希尔伯特空间的一小部分里面的[53, 41]。这是我们

能够使用矩阵乘积态来研究一维量子系统的客观原因。

采用矩阵乘积态表象来表示波函数后，我们需要的参数个数是D2Ld，随着

格点数是线性增长的，这是我们采用矩阵乘积态的根本原因[53]。

知道了矩阵乘积态后我们就可以这样来求算符O1 ⊗ · · · ⊗OL的期望值

〈O1 ⊗ · · · ⊗OL〉 = 〈Ψ|O1 ⊗ · · · ⊗OL|Ψ〉
= Tr(Ô1 · · · ÔL) (4.5)

其中

Ôi =
∑

xi,x′i

〈x′i|Oi|xi〉A†(x′i)⊗ A(xi) (4.6)

图4.1是求期望值的示意图。

4.1.1 例例例子子子

为了有一个感性的认识我们举两个重要的MPS的例子。
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1. AKLT模型的基态: 这是最早认识的矩阵乘积态[1]。AKLT 的哈密顿量是

H =
∑

i

~Si
~Si+1 +

1

3

(
~Si

~Si+1

)2

, (4.7)

其中~S 是自旋为1的矢量算符。这个哈密顿量的基态可以用矩阵乘积态的

方式精确的表示为

A1 =

(
1 0

0 −1

)

A2 =

(
0 2

√
2

0 0

)

A3 =

(
0 0

−2
√

2 0

)

2. GHZ 态 状态

|ψ〉 = |+ + . . . +〉+ | − − . . .−〉 (4.8)

可用MPS表示为

A+ =

(
2 0

0 0

)

A2 =

(
0 0

0 2

)

4.2 DMRG与与与矩矩矩阵阵阵乘乘乘积积积态态态

1995年Östlund和Rommer最早指出了DMRG和矩阵乘积态的关系[39]。在

这之后借助矩阵乘积态这个工具人们理解了DMRG的很多性质，比如为什么算

一维问题很好而推广到高维则精度很差[52]，为什么开放边界条件算出的精度

要比周期边界条件好[55]。借助量子信息在矩阵乘积态方面的研究，DMRG发展

出了前面所述的计算时间演化的t-DMRG和计算热力学性质的FTDMRG等一

些重要扩展。下面我们就来介绍一下DMRG与矩阵乘积态的关系。

首先分析DMRG增长链长的过程。假设当前某一块（比如左块）的链长

是l − 1，基失是|bl−1〉。增加一个基失是|sl〉的格点后的系统的基失是|bl−1〉|sl〉。
重正化后，这个基失是|bl〉，我们定义

〈bl−1sl|bl〉 ≡ Al
bl,bl−1sl

≡ Al[sl]bl,bl−1
(4.9)
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这样我们有

|bl〉 =
∑

bl−1,sl

Al[sl]bl,bl−1
|bl−1〉|sl〉 (4.10)

反复迭代调用这个公式我们就有

|bl〉 =
∑

bN

∑
sN+1,···sl

(Al[sl] · · ·AN+1[sN+1])bl,bN
|bN〉|sN+1 · · · sl〉 (4.11)

这里我们假设了dN = D，D是保留状态数，d是每个格点的自由度。而

|bN〉 = |s1 · · · sN〉 (4.12)

所以我们有

|bl〉 =
∑

s1,···sl

(Al[sl] · · ·AN+1[sN+1])|s1 · · · sl〉 (4.13)

类似的我们可以把右块的基失也写成这种形式

|dl+1〉 =
∑

sl+1,···sL

(Al[sl+1] · · ·AL−N [sL−N ])|sl+1 · · · sL〉 (4.14)

将上面两式带入到总系统波函数

|Ψ〉 =
∑

bl,dl+1

Ψbl,dl+1
Al[sl] · · ·AN+1[sN+1]A

l[sl+1] · · ·AL−N [sL−N ]|s1 · · · sL〉 (4.15)

这正是矩阵乘积态的形式。而DMRG求基态的过程就相当于通过变

分MPS的矩阵求基态最小值的过程，传统DMRG是一种变分方法。DMRG中的

重正化矩阵就对应着MPS中的矩阵。

4.3 对对对称称称性性性的的的利利利用用用

波函数的对称性可以反映在矩阵乘积态上面。利用对称性我们可以大大简

化运算量。我们常用到的有这样几种对称性：
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• 平移对称性。一个有限开放边界条件系统一般不具有平移对称性，MPS中

每个格点对应的矩阵都是不一样的。但是对于有些无限大或周期边界条件

系统，基态具有平移对称性。可以简单的证明这种对称性反映到MPS上就

是MPS也具有这种对称性。假设波函数具有平移一个格点的对称性，即

P (1)|Ψ〉 = P (1)
∑

{xi}
Tr{A1[x1]A

2[x2] · · ·AL[xL]}|x1x2 · · ·xL〉

=
∑

{xi}
Tr{A1[x1]A

2[x2] · · ·AL[xL]}|x1−1, x2−1, · · · , xL−1〉

=
∑

{xi}
Tr{A1[x2]A

2[x3] · · ·AL[x1]}|x1x2 · · ·xL〉 (4.16)

=
∑

{xi}
Tr{AL[x1]A

1[x2]A
2[x3] · · ·AL−1[xL]}|x1x2 · · ·xL〉

= |Ψ〉

其中P (1)表示将波函数向右平移一个格点的变换。根据上式我们有

AL[x] = A1[x] = A2[x] = · · · = AL−1[x] (4.17)

即所有的A[x]矩阵都相等。所以MPS也就有平移一个格点的对称性。利用

这种对称性我们可以大大简化运算，例如infite TEBD就是利用了这中对

称性来计算具有平移对称性的无穷大系统的基态[58]。

• 好量子数。好量子数作为是Abelian对称性的一维不可约表示构成了一个

群。可记为

D(j)⊗D(k) = D(j + k) (4.18)

其中D(j)，D(k)是两个表示，j + k表示群操作。我们可以通过将MPS中的

矩阵的每一个指标赋予一个好量子数的方法来引入对称性，并且我们要保

证每个矩阵都要不可约的变换，也就是要使得矩阵

A[k]q′,q = A[k]q′,qδq′,q+k (4.19)

具体细节我们不在此讨论。可参考[33]。

• 非Abelian对称性。例如自旋系统常用的的SU(2)。非Abelian对称性也可以

引入MPS来简化运算。这种对称性超出了本文的范围，就不具体讨论了。

感兴趣的读者可参考文献[24, 33, 49]





第第第五五五章章章 量量量子子子杂杂杂质质质系系系统统统与与与数数数值值值重重重正正正化化化群群群

从这一章开始我们进入用DMRG研究量子杂质系统动力学性质的部分。这

一章我们首先简单介绍几个重要的量子杂质模型，然后在第二节用了较多篇幅

介绍了处理这类杂质模型的数值重正化群方法，这是因为在使用DMRG处理量

子杂质系统时我们借鉴了很多数值重正化群中的方法。最后我们从矩阵乘积态

的角度来统一的看待DMRG与NRG，给出了用DMRG研究量子杂质系统的理论

基础。

5.1 量量量子子子杂杂杂质质质系系系统统统

5.1.1 背背背景景景

量子杂质系统又叫耗散量子系统是指一个与具有非常多自由度的库偶合起

来的小自由度系统。因为最早研究的这类系统是处于块材中的杂质，所以这个

小自由度系统往往被称为“杂质”。提供粒子与能量的库被称为环境。

量子杂质系统最初受到重视是因为大块材料里面的少量杂质可以剧烈的改

变材料的整体性质，例如电阻率。最近量子杂质系统再一次受到重视是因为当

代的实验和技术水平已经达到了在纳米量级加工制造纳米原件来实现奇特的功

能，一个最重要的例子是量子计算。在纳米尺度，量子力学效应不能在忽视，而

且因为系统非常小环境的影响变得很重要。所以这样的纳米系统往往可以用量

子杂质模型来描述。

与当初研究块材中的杂质性质时不同的是，现在我们更加关注量子杂质系

统的非平衡态动力学性质。因为纳米器件或量子器件，它的运行是一个动态的

过程，我们要知道在环境的影响下这个过程具体是如何发生的。这样实验物理

学家和工程师就可以利用这些微小尺度下才有的奇妙性质来设计制造新颖的应

用。

5.1.2 重重重要要要模模模型型型

为了后面的的分析讨论，我们首先介绍几个最基本的量子杂质模型。
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5.1.2.1 Anderson模模模型型型

Anderson模型是Anderson在1961年提出用来从微观上解释非磁性材料中形

成局域磁矩的原因的模型。这是最早的强关联量子杂质模型，其哈密顿量是

HAM = εdnd + Und↑nd↓ +
∑

k,µ=↑,↓
(Vkc

†
kµdµ + h.c.) +

∑

k,µ=↑,↓
εkc

†
kµckµ (5.1)

第一项描述杂质上的电子势能，第二项是同处杂质上自旋相反的两个电子之间

的库仑排斥，第三项是杂质和无相互作用导带的杂化，第四项是导带电子的动

能。

这个库对杂质的影响完全决定于杂化函数

∆(ω) = π
∑

k

|Vkd|2δ(ω − εk) (5.2)

这一般是一个关于ω的复杂函数，但是对于大多数磁性杂质系统，我们往往只对

低能行为感兴趣，这时我们有很好的近似关系

∆(ω) ≈ ∆(εF ) ≡ ∆ (5.3)

而且还可以证明，∆(ω)对于能量的微弱依赖并不影响这个模型的低能性质[27]。

5.1.2.2 Kondo模模模型型型

各向同性Kondo模型描述的是一个自旋1/2的局域磁矩与导带电子在杂质

处的反铁磁相互作用。哈密顿量是

HKM =
∑

k,µ

εk,µc
†
k,µck,µ + JSs0 (5.4)

其中

s0 = f †0,µσµνf0,ν (5.5)

是导电电子在杂质处的自旋密度，

f0 =
∑

k

ck,µ (5.6)

是局域Wannier态。

可以证明Anderson模型的低能(ω < U/2)行为可以用一个J很小的Kondo模

型来描述。
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5.1.2.3 各各各向向向异异异性性性Kondo模模模型型型

各向异性Kondo模型（Anisotrpic Kondo Model, AKM）最早由Anderson提

出作为研究各向同性Kondo模型的RG flow的工具[5]。AKM本身也很有意义。它

与一维具有长程相互作用的的系统，例如平方反比Ising模型和Coulomb气体模

型，有密切的联系。这些一维有长程相互作用的系统与短程相互作用的系统的

一个重要区别是它们具有（Kosterlitz-Thouless型）有限温相变。AKM与下面要

提到的具有Ohmic类型耗散的二能级耗散系统的对应，使得AKM与一大类物理

系统的热力学和动力学性质相关。

将Kondo模型各向同性拆成水平和垂直分量不同的形式就得到了各向异

性Kondo模型

HAKM =
∑

k,σ

εkc
†
kσckσ +

J⊥
2

∑

k,k′
(c†k↑ck′↓S− + c†k↓ck′↑S+)

+
J‖
2

∑

k,k′
(c†k↑ck′↑ − c†k↓ck′↓)Sz + gµBhSz (5.7)

这个模型描述了一个与电子环境耦合的杂质的双自旋态的遂穿。大的J‖有利于

自旋翻转（遂穿），小的J‖不利于自旋翻转，所以前者对应于弱耗散（极端情况

是J‖ = ∞，意味着和环境脱藕），后者对应于强耗散。

5.1.2.4 自自自旋旋旋-玻玻玻色色色子子子模模模型型型

一般的自旋-玻色系统的哈密顿量是

HSB =
∆

2
σx +

ε

2
σz +

∑
i

ωia
†
iai +

σz

2

∑
i

λi(ai + a†i ) (5.8)

其中∆是两个自旋态| ↑〉和↓〉之间的裸遂穿幅度，ε能级不对称性（偏压），ωi是谐

振子的本征频率，λi是这些谐振子与这个二能级系统的耦合强度。

谐振子库对这个二能级系统的影响可以用库的谱函数来完全描述

J(ω) = π
∑

i

λ2
i δ(ω − ωi) (5.9)

对于低能行为我们常用这样定义的参数来描述这个谱函数

J(ω) = 2παω1−s
c ωs, 0 < ω < ωc, s > −1 (5.10)

s = 1的情况被称为Ohmic类型耗散。可以证明这种类型耗散的自旋-玻色子模型

可以映射为各向异性Kondo模型。
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5.2 数数数值值值重重重正正正化化化群群群方方方法法法

数值处理量子杂质系统的最常用的方法是1975年Wilson提出的数值重正化

群方法（Numerical Renomalization Group, NRG）[66, 27]。NRG对库的要求是

没有相互作用的费米子或玻色子系统，否则NRG中用到的一些映射就不成立

了。

NRG包括下面几个步骤：

1. 将库的谱函数（杂化函数）按能量划分为一系列对数化的间隔。

2. 将连续的谱离散为分离的状态（对数离散化）

3. 将对数离散化后的模型映射到半无限长的链上。

4. 迭代对角化这个链。

5. 后续的对多粒子能量，矩阵元等等的分析。

图（5.1）是前三步的图示，具体细节后面再做解释。

下面我们以Anderson模型为例来具体讲述一下数值重正化群方法的过程。

我们基本上按照文献[7]来做的介绍。

如前所述，Anderson模型中，库对杂质的影响完全决定于其谱函数∆(ω)。

所以只要不改变谱函数，我们可以把哈密顿量写成很多不同的形式。不失普遍

性我们假设能带处于[−D,D]之间，并且令D = 1作为能量单位。

下面这个哈密顿量是其中的一种形式

H = εdnd+Und↑nd↓+
∑

σ

∫ 1

−1

g(ε)a†εσaεσdε+
∑

σ

∫ 1

−1

h(ε)(d†σaεσ +a†εσdσ)dε (5.11)

这个哈密顿量使用了一维能量表象来描述色散是g(ε)杂化是h(ε)的导带。这两个

函数与谱函数的关系是[6]

∆(ω) = π
dε(ω)

dω
h[ε(ω)]2 , (5.12)

如果限定

∆(ω) = ∆0, ω ∈ [−1, 1] (5.13)
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图 5.1: NRG最初三步示意图。本图摘自[8]。∆(ω)是杂化函数，实心

圆代表杂质，能带宽度为[−1, 1]。a)将连续的能带做对数分割。b)用

离散的能级表示被分割后的连续能带。c)星形的模型被影射到一维

半无穷长链。
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由上式我们可以使

ε(ω) = ω (5.14)

和

h2(ε) =
∆0

π
(5.15)

能带算符满足普通费米子的反对易关系

{a†εσ, aε′σ′}+ = δ(ε− ε′)δσσ′ (5.16)

5.2.1 对对对数数数离离离散散散化化化

哈密顿量(5.11)是我们对数离散化导带的起点。如图（5.1）所示，对数离散

化参量Λ > 1定义了一些列能量间隔的分界点：

xn = ±Λ−n, n = 0, 1, 2, · · · (5.17)

能量间隔的宽度是

dn = Λ−n(1− Λ−1) (5.18)

在每一个间隔内我们引入一个正交完备的波函数作为基

ψ±np(ε) =





1√
dn

e±iωnpε, xn+1 < ±ε < xn

0 Other

p取所有整数，每个能量间隔的基本本征频率是

ωn =
2π

dn

(5.19)

用这个基展开导带电子算符，例如

aεσ =
∑
np

[
anpσψ

+
np(ε) + bnpσψ

−
np(ε)

]
(5.20)

这个展开对应于在每个能量间隔内的傅立叶变换，其反变换是

anpσ =

∫ 1

−1

dε
[
ψ+

np(ε)
]∗

aεσ (5.21)

bnpσ =

∫ 1

−1

dε
[
ψ−np(ε)

]∗
aεσ (5.22)
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这样定义的算符也满足费米子算符的反对易关系。哈密顿量（5.11）可以用这里

定义的离散算符重新表述。例如杂化的第一部分可重新表述为
∫ 1

−1

dε h(ε)f †σaεσ = f †σ
∑
np

[
anpσ

∫ +,n

dε h(ε)ψ+
np(ε)

+ bnpσ

∫ −,n

dε h(ε)ψ−np(ε)

]
, (5.23)

其中我们定义了
∫ +,n

dε ≡
∫ xn

xn+1

dε ,

∫ −,n

dε ≡
∫ −xn+1

−xn

dε . (5.24)

当我们限定h(ε) = h时，式5.23就只剩下p = 0的状态
∫ ±,n

dε hψ±np(ε) =
√

dnhδp,0 . (5.25)

也就是杂质只和p = 0的导带状态耦合。在一个能级间隙内令h(ω)即使对于一

个非常数的∆(ω)也没有附加额为的约束，因为我们可以将对ε的依赖性转移

到g(ε)中。因此我们定义

h(ε) = h±n , xn+1 < ±ε < xn , (5.26)

其中h±n由相应能量间隙内的杂化函数∆(ω)的平均值来决定

h±n
2

=
1

dn

∫ ±,n

dε
1

π
∆(ε) . (5.27)

因此杂化项变为
∫ 1

−1

dε h(ε)d†σaεσ =
1√
π

d†σ
∑

n

[
γ+

n an0σ + γ−n bn0σ

]
, (5.28)

其中

γ±n
2

=

∫ ±,n

dε ∆(ε) (5.29)

哈密顿量中描述能带电子的项变换为
∫ 1

−1

dε g(ε)a†εσaεσ =
∑
np

(
ξ+
n a†npσanpσ + ξ−n b†npσbnpσ

)

+
∑

n,p6=p′

(
α+

n (p, p′)a†npσanp′σ − α−n (p, p′)b†npσbnp′σ

)
.(5.30)
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其中

ξ±n =

∫ ±,n
dε∆(ε)ε∫ ±,n
dε∆(ε)

(5.31)

对于∆(ε) = ∆0的情况上式约化为

ξ±n =
1

2
Λ−n(1 + Λ−1) (5.32)

对于线性色散g(ε) = ε式5.30中第二项的系数为

α±n (p, p′) =
1− Λ−1

2πi

Λ−n

p′ − p
exp

[
2πi(p′ − p)

1− Λ−1

]
. (5.33)

下一步我们做了一个NRG方法中的重要的近似：舍弃式5.30所有p 6= 0的

项。这个近似在在这一步还看不出确凿的理由，不过我们这少根据这样两点来

理解：

1. p 6= 0的项只通过p = 0的项间接和杂质相互作用。

2. 基于前一条理由我们又有p = 0与p 6= 0的耦合有一个(1− Λ−1)的系数，而

这个系数当去连续能带极限Λ → 1时趋于0.

实际的计算表明这个近似超乎意料的好。所以至今为止所有的NRG的运算都没

有考虑p 6= 0的项。

舍弃所有的p 6= 0的项，并将an0σ重记为anσ等等，我们得到

H = εdnd + Und↑nd↓ +
∑
nσ

[
ξ+
n a†nσanσ + ξ−n b†nσbnσ

]

+
1√
π

∑
σ

d†σ
∑

n

(
γ+

n anσ + γ−n bnσ

)

+
1√
π

∑
σ

[∑
n

(
γ+

n a†nσ + γ−n b†nσ

)
]

dσ . (5.34)

5.2.2 映映映射射射到到到Wilson链链链

上一节我们得到的哈密顿量5.34是星形的，为了便于下一步用重正化群处

理我们需要把它转换为半无穷长链，如图5.1(c)所示。这种映射得到的半无穷长
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链又叫做Wilson链。在Wilson链形式中杂质只与一个导带电子自由度耦合,这个

电子自由度算符可以直接从哈密顿量5.34中得到

c0σ =
1√
ξ0

∑
n

[
γ+

n anσ + γ−n bnσ

]
, (5.35)

归一化常数由下式定义

ξ0 =
∑

n

(
(γ+

n )2 + (γ−n )2
)

=

∫ 1

−1

dε∆(ε) , (5.36)

杂化项可以写为

1√
π

d†σ
∑

n

(
γ+

n anσ + γ−n bnσ

)
=

√
ξ0

π
d†σc0σ , (5.37)

这里我们假设哈密顿量5.1中的Vk不依赖于k，即Vk = V，我们有

√
ξ0/π = V (5.38)

算符c
(†)
0σ代表半无穷长链中的导带电子部分的第一个格点。这个算符与a

(†)
nσ,

b
(†)
nσ是不正交的。我们用Gram-Schmidt方法由c

(†)
0σ and a

(†)
nσ, b

(†)
nσ出发来求出一组新

的相互正交的算符c
(†)
nσ。用这组算符重新表述的哈密顿量是

H = Himp +

√
ξ0

π

∑
σ

[
d†σc0σ + c†0σdσ

]

+
∞∑

σn=0

[
εnc

†
nσcnσ + tn

(
c†nσcn+1σ + c†n+1σcnσ

)]
, (5.39)

算符c
(†)
nσ对应于Wilson链中的第n个格点。εn是格点占据能，tn是跃迁矩阵元。这

些算符之间的关系是

anσ =
∞∑

m=0

umncmσ ,

bnσ =
∞∑

m=0

vmncmσ , (5.40)

cnσ =
∞∑

m=0

[unmamσ + vnmbmσ] .
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根据c0σ的定义式 5.35，我们有

u0m =
γ+

m√
ξ0

, v0m =
γ−m√
ξ0

. (5.41)

剩余的系数unm, vnm和参数εn, tn可以通过迭代的方法求出,例如可以参考[8]的

附录A。对于一般情况下的杂化函数要使用数值求解。只有少数情况下可以解

析写出这些系数的形式。对于在[−1, 1]内是常数的杂化函数∆(ω),Wilson给出了

解析的形式[66]

εn = 0 (5.42)

tn =
(1 + Λ−1) (1− Λ−n−1)

2
√

1− Λ−2n−1
√

1− Λ−2n−3
Λ−n/2 . (5.43)

注意到当n很大时我们有

tn −→ 1

2

(
1 + Λ−1

)
Λ−n/2 . (5.44)

tn随着n指数衰减是后面NRG迭代对角化可行的基础。而且正因为系数是指数

衰减的我们只需要一个有限的链长就可以达到所要的精度。

5.2.3 迭迭迭代代代对对对角角角化化化

一直到现在，我们只是做了模型的变换以便于下面的处理。在这一步我们

才真正进入真正的重正化群的过程。哈密顿量5.34可以用一个序列来逼近，定

义为

H = lim
N→∞

Λ−(N−1)/2HN , (5.45)

其中

HN = Λ(N−1)/2

[
εdnd + Und↑nd↓ +

√
ξ0

π

∑
σ

(
d†σc0σ + c†0σdσ

)

+
N∑

σn=0

εnc
†
nσcnσ +

N−1∑
σn=0

tn

(
c†nσcn+1σ + c†n+1σcnσ

) ]
. (5.46)

公式5.46中的Λ(N−1)/2用来抵消系数tn的N依赖性。这样重新标度是为了讨论不

动点的需要，不过本文对此不作具体讨论。



第五章 量子杂质系统与数值重正化群 45

Hn序列的递推关系是

HN+1 =
√

ΛHN + ΛN/2
∑

σ

εN+1c
†
N+1σcN+1σ

+ΛN/2
∑

σ

tN

(
c†NσcN+1σ + c†N+1σcNσ

)
, (5.47)

序列的首项是

H0 = Λ−1/2

[
εdnd + Und↑nd↓ +

∑
σ

ε0c
†
0σc0σ +

√
ξ0

π

∑
σ

(
d†σc0σ + c†0σdσ

) ]
(5.48)

H0对应NRG的处理的起始Wilson练，包括了杂质和第一个导带电子格点。如

图5.2所示，我们每步增加一个格点。类似于DMRG,当链长达到一定长度时我们

必须重正化以保持希尔伯特空间的维数不随格点数指数增长。相对于后来发展

出来的DMRG，数值重正化群重正化基失的方法比较简单。

假如现在的链长是N，基失是|rN〉，增加的第N + 1个格点的基失是|s(N +

1)〉，那么重正化前的基失是|rN , s〉 ≡ |rN〉 ⊗ |s(N + 1)〉。在这个基失中我们写出
新的哈密顿量HN+1,对角化这个哈密顿量并选取能量最低的D个本征态作为新

的基矢。变换关系为

|rN+1〉 =
∑
rN ,s

U(rN+1, rNs)|rN ; s〉 (5.49)

U是本征值最低的D个本征矢组成的矩阵。

图5.3是NRG重正化步骤中间哈密顿量的本征值的变化示意图。NRG选取

新的哈密顿量的最低能级作为新的基矢。这样做的根据可以从b)到c)的变化看

出：增加一个格点之后，原来的能级劈裂为一系列新的能级，新的基态能级信

息主要决定于原来的能量较低的能级。这里也可解释问什么NRG不能取很小的

对数离散化参数Λ(比如很难取Λ < 1.3的值)。Λ越大，原来的能级劈裂后混合在

一起的几率越小，这样原来能级的高能部分对下一步的低能部分的影响就越小，

所以我们截去高能部分的这个近似也就越好。

5.3 从从从矩矩矩阵阵阵乘乘乘积积积态态态表表表象象象看看看NRG与与与DMRG

在上一张我们介绍了矩阵乘积态表象，以及如何用矩阵乘积态表象来描

述DMRG。类似的我们可以用矩阵乘积态的语言来描述NRG[56, 43]。NRG增长
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图 5.2: NRG迭代对角化的增长链长过程示意图。本图摘自[8]。
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图 5.3: 数值重正化的能级重整示意图。本图摘自[8]。a)链长是N时

哈密顿量的能级。b)重新标度c)增加了一个格点后的新的哈密顿量

的能级。d)截断高能部分，只保留最低的一些能级。
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链长重正化新的基矢的公式5.49可以重新写为

|rN+1〉 =
∑
rN ,s

U(rN+1, rNs)|rN ; s〉 =
∑
rN ,s

U [s]rN+1,rN
|rN ; s〉 (5.50)

反复迭代使用这个公式我们有最终的基失为

|rL〉 =
∑

{si}
UL[sL]UL−1[sL−1] · · ·U0[s0]|sLsL−1 · · · s0〉 (5.51)

其中两段的变换矩阵是行矢量和列矢量，从而使得乘积是一个数。L为最终

的Wilson链长。波函数用这个基失展开为

|Ψ〉 =
∑
rL

crL
|rL〉

=
∑
rL

crL

∑

{si}
UL[sL]UL−1[sL−1] · · ·U0[s0]|sLsL−1 · · · s0〉

=
∑

{si}
c({si})UL[sL]UL−1[sL−1] · · ·U0[s0]|sLsL−1 · · · s0〉 (5.52)

实际上我们可以把c({si})归并到f({si}) ≡ UL[sL]UL−1[sL−1] · · ·U0[s0]中,并重新

排列基失顺序写为

|Ψ〉 =
∑

{si}
A0[s0]A

1[s1] · · ·AL[sL]|s0s1 · · · sL〉 (5.53)

这正是标准的矩阵乘积态的形式。与DMRG的变分方法求MPS矩阵不同的

是，NRG选择U矩阵的方法是使用哈密顿量的最低能级对应的波函数。

式5.53启发我们可以使用DMRG来处理Wilson链，由于DMRG的变分特质，

我们期待在计算基态能时它能给出比NRG等好的结果。至少一个肯定比NRG好

的方法是：首先用NRG来求出5.53形式的基态波函数，在用有限DMRG反复扫

描来优化NRG的结果。

对本文的研究更加重要的是当我们将最初的量子杂质模型映射到

是Wilson链形式后，杂质点本身保持了原来的形式，因此对于杂质点的性

质我们可以通过使用DMRG中的各种方法（包括t-DMRG与FTDMRG）计

算Wilson链来实现！这就将我们前面介绍的t-DMRG和FTDMRG推广到可

以计算计算量子杂质的动力学与热力学问题。

下一章我们就来介绍一下迄今为止我们已经做的一些探索尝试。





第第第六六六章章章 用用用DMRG研研研究究究共共共振振振能能能级级级模模模型型型

这一章介绍一下我们对使用DMRG研究量子杂质系统的动力学和热力学

性质的一些尝试。我们的主要目标是用t-DMRG研究哈密顿量含时的量子杂质

系统，因为这种问题至今还没有一个通用的数值来处理。同时我们也测试了

用DMRG研究静态哈密顿量的热力学性质和动力学关联函数等问题。

6.1 背背背景景景

近年来实验技术和工业技术的发展已经使人们有能力在微米纳米量级

设计制造器件。在这个尺度，虽然与电子分子相比器件仍然是一个宏观系

统，但是人们已经可以通过创造合适的条件利用特殊的系统来展现量子性

质[51, 38, 34, 11]。

例如如图6.1所示是一个磁通量子比特(qubit)的隧道扫描电子显微镜照片

及其示意图。照片右侧的回路由三个Josephson节组成，构成一个磁通量子比

特。与之相连的大的回路是一个量子超导干涉器件（SQUID）。我们可以通

过SQUID实现量子比特的写入与读出。

利用这类系统我们可以从实验上研究宏观物体的量子退相干等根本问题。

另外对于实际应用非常重要的研究方向是利用现有的芯片制造技术和最新的纳

米加工技术来制造的这类固态量子芯片。所谓量子芯片，或量子计算机就是利

用量子力学的原理而不是经典电路原理来实现信息的处理。根据量子力学的带

叠加原理可以在量子层次实现并行，实现经典计算机无法比拟的处理能力。

在这个尺度除了很容易体现出量子性质外，另一个重要的特点是环境的影

响非常重要。环境往往即会造成能量的耗散又会造成退相干。这类系统可以归

为量子耗散系统，可以用我们前面提到的量子杂质模型来描述。与前面我们研

究的问题不同的是我们这里接触的系统是动态的，需要用含时的哈密顿量来描

述。

对于哈密顿量含时的量子杂质系统，现有的一个较为通用数值处理方

法是由Anders和Schiller提出的含时数值重正化群（Time-dependent Numerical

Renormalization Group, TD-NRG）[3, 4]。但是迄今为止TD-NRG只能处理淬



50 用密度矩阵重正化群方法研究一维量子系统及量子杂质系统的动力学性质

图 6.1: 实验的量子器件的隧道电子显微镜照片和示意图。具体实验

细节请参考[11]。

火(quench)型的哈密顿量，也就是在t < 0时是一个不随时间变化的哈密顿量，

在t ≥ 0变成另一个不随时间变化的哈密顿量。人们在实验中遇到的往往是随时

间一直变化的哈密顿量，TD-NRG迄今为止无法处理这类问题。所以我们迫切

需要一种能够处理哈密顿量含时的杂质问题的通用的数值方法，来帮助实验物

理学家研究这类系统。

在这一章我们测试用DMRG来研究这类哈密顿量含时的量子杂质问题的效

果。我们的研究结果证明DMRG是一个很有前途的研究这类问题的备选方案。

6.2 模模模型型型与与与方方方法法法

为了测试DMRG选择了哈密顿量含时共振能级系统作为测试研究对象。之

所以选择这个系统首先是因为它可以精确的求解，从而便于我们与DMRG的结

果比较。其次，这个模型可以看作是描述耗散Landau-Zener系统的自旋-玻色子

模型的一种特例，所以其本身也就有重要的研究价值。为了对这个模型的来源

有个更好的了解，我们首先介绍一下Landau-Zener模型。
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6.2.1 Landau-Zener模模模型型型

Landau-Zener模型的哈密顿量是

H(t) =
vt

2
σz + ∆σx, (6.1)

其中σz ≡ |↑〉〈↑| − |↓〉〈↓| 和σx ≡ |↑〉〈↓|+ |↓〉〈↑| 是Pauli矩阵。这个模型描述了一

个以速度v进行能级交叉的自旋二能级系统。

在t = −∞时系统处于自旋向上的状态，当系统以一个有限的速度v进行能

级交叉时，在t = 0附近，自旋会在两个能级之间跃迁，而当两个能级再次远离

时这个跃迁几率又会逐渐衰减。所以最后在时间t = +∞时系统有一定的几率处
于自旋向下的状态。这个问题可以精确的求解，我们这里只给出结果，最后系

统跃迁到自旋向下的状态| ↓〉的几率是
P↓ = 1− e

−2π∆2

~v (6.2)

这就是著名的Landau-Zener跃迁几率,最早由Landau和Zener分别给出[29, 69]。

6.2.2 耗耗耗散散散Landau-Zener模模模型型型

假如上一节讨论的二能级系统处于外界的环境中，那么情况会变成怎样

呢？这时我们可以用一些列相互之间没有耦合的谐振子系统代表环境。这样我

们得到的就是含时的自旋-玻色子模型,也叫做耗散Landau-Zener模型[44]，哈密

顿量是

H =
vt

2
σz − ∆

2
σx +

∑
i

ωib
†
jbj +

1

2
σz

∑
i

γi(bi + b†i ) (6.3)

在上一章我们定义了谐振子库的谱函数为

J(ω) = π
∑

i

λ2
i δ(ω − ωi) (6.4)

标准的参数化谱函数的方法记为

J(ω) = 2παω1−s
c ωs (6.5)

s = 1的情况称作Ohmic耗散，这时模型6.3可以映射为各向异性Kondo模型。而

对于s = 1并且α在1
2
及其附近时，即谱函数为

J(ω) ≈ πω (6.6)

的特殊情况，模型6.3可进一步映射为我们下面要讲的共振能级模型。
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6.2.3 共共共振振振能能能级级级模模模型型型

上节介绍的自旋-玻色子模型映射得到的共振能级模型(Resonant-Level

Model)[19, 30], 其哈密顿量是

H =
vt

2
σz + ~vF

∑

k

kc†kck + V (σ+c + σ−c†) + Uσz(c†c− 1

2
) (6.7)

这个模型就是哈密顿量含时的相互作用共振能级模型。对于U = 0的无相

互作用的情况，这个模型是精确可解的。其参数与映射前的自旋-玻色子模型的

参数的关系是

V =
~∆
2

(ρ~ωc)
−1/2 (6.8)

U = (1−
√

2α)/2ρ (6.9)

ρ = (2π~vF )−1 费米面附近的态密度，并且我们有假设了在整个能带范围内态

密度是相同的。c is Wannier 算符，定义为

c ≡ L−1/2
∑

k

ck (6.10)

ck 是导带内具有动量k的无自旋费米子的湮灭算符. L是归一化常数, 使得波

矢k取值k = 2π/L · n, n = 0,±1,±2, .... 关于具体的映射的方法可以参考文

献[30]和[19]。

为了使用DMRG来研究这个杂质模型我们要把它变换到Wilson链的形式。

首先把哈密顿量6.7在能量表象写出为

H

D
=

vt

2D
σz +

∫ 1

−1

εa†εaεdε + (
Γ

πD
)1/2

∫ 1

−1

dε(a†εσ
− + σ+aε)

+
Uρ

D
σz(

∫ 1

−1

a†εdε

∫ 1

−1

aεdε− 1

2
) (6.11)

其中Γ ≡ πρV 2，D 半能带宽度。a†ε和aε 是导带中的无自旋费米子算符。

按照我们在5.2节中讲到的方法，我们将哈密顿量6.11变换为Wilson链的形

式

H

D
=

vt

2D
σz +

1

2
(1 + Λ−1)

∞∑
n=0

Λ−n/2ξn[f †nfn+1 + f †n+1fn]

+(
2Γ

πD
)1/2(f †0σ

− + σ+f0)) +
2Uρ

D
σz(f †0f0 − 1

2
) (6.12)
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其中

ξn = (1− Λ−n−1)(1− Λ−2n−1)−1/2(1− Λ−2n−3)−1/2 (6.13)

算符f †n和fn是Wilson导带格点n的产生和湮灭算符。

哈密顿量6.12就是我们可以用DMRG处理的形式。在下面的计算中我们选

取D = 1作为能量单位。我们还可以用无自旋的费米子算符来代替Pauli矩阵

σ+ = d†, σ− = d, σz = d†d− 1

2
(6.14)

这样哈密顿量变为

H =
vt

2
nd +

1

2
(1 + Λ−1)

∞∑
n=0

Λ−n/2ξn[f †nfn+1 + f †n+1fn]

+(
2Γ

π
)1/2(f †0d + d†f0)) + 2Uρ(d†d− 1

2
)(f †0f0 − 1

2
) (6.15)

6.3 用用用DMRG研研研究究究静静静态态态共共共振振振能能能级级级模模模型型型

我们首先不考虑杂质上的的能量不随时间变化，同时也不考虑相互作用，

这样我们得到静态共振能级模型:

H = εdnd +
∑

k

εkc
†
kck + V

∑

k

(d†ck + c†kd) (6.16)

它的Wilson链形式的哈密顿量是

H = εdnd +
1

2
(1 + Λ−1)

∞∑
n=0

Λ−n/2ξn[f †nfn+1 + f †n+1fn]

+(
2Γ

π
)1/2(f †0d + d†f0) (6.17)

哈密顿量6.16可以用格林函数的运动方程来求解。在宽能带极限下D →
∞求得的杂质谱函数是

Ad(ω) =
Γ/π

(ω − εd)2 + Γ2
(6.18)

对于有限带宽情况我们令D = 1作为能量单位，这时求得的谱函数是

Ad(ω) =





Γ/π(
ω−εd− Γ

2π
ln

[
1+

4(ω−εd)

(ω−εd−1)2

])2

+Γ2

, ω ∈ (−1, 1)

0, ω ≤ −1 or ω ≥ 1

(6.19)
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根据谱函数我们就可以求出杂质的的热力学和动力学性质。例如后面马上就要

用到的杂质上的占据数是

nd(εd) =

∫ D

−D

f(ω)Ad(ω)dω (6.20)

其中f(ω)是Fermi分布函数

f(ω) =
1

1 + eβω
(6.21)

动力学关联函数< d†(t)d(0) >的虚部是

Im[< d†(t)d(0) >] = −
∫ 1

−1

Ad(ω)(1− 1

1 + eβω
) sin(ωt)dω (6.22)

6.3.1 热热热力力力学学学性性性质质质

首先我们用FTDMRG来研究杂质的热力学性质，具体的我们想要知道在不

同的温度下，杂质上的粒子数如何随着杂质上的占据能变化，即我们要求不同

温度下的nd(εd)。

用FTDMRG求温度为β时的nd(ε)与用FTDMRG研究一般的一维问题没有

什么不同，甚至更简单,因为我们只需要求出Wilson链的第一个格点也就是杂质

格点的占据数。我们取一些列的εd的点，给定一个εd我们就给定了一个哈密顿

量。用FTDMRG计算温度为β时每一个哈密度量的杂质格点上的占据数，我们

就得到了温度为β时的nd(εd)。

图6.2是三个不同的温度β = 0.1, β = 1和β = 10用FTDMRG求出的nd(εd)和

精确解的比较。可以看出在很宽的温度范围内，DMRG与精确解都符合的相当

的好。

6.3.2 动动动力力力学学学关关关联联联函函函数数数

图6.3和图6.4分别是我们在零温和有限温时计算的格点上的动力学关联函

数的虚部。我们令εd = 0，因此我们使用的哈密顿量的Wilson链的形式是

H =
1

2
(1 + Λ−1)

∞∑
n=0

Λ−n/2ξn[f †nfn+1 + f †n+1fn]

+(
2Γ

π
)1/2(f †0d + d†f0)) (6.23)
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图 6.2: 不同温度下杂质上的占据数nd对杂质的占据能εd的依赖关

系。比较了精确解与FTDMRG的结果。DMRG使用的参数是杂化参

数Γ = 0.01, 对数离散化参数Λ = 1.5, Wilson链长L = 100, 虛时演化

步长τ = 0.05, DMRG保留200个状态。精确解我们使用了无限带宽

极限下的公式6.18, 因为Γ很小，所以这是一个很好的近似。

杂化参数为Γ = 0.05，Suzuki-Trotter步长是τ = 0.1。

零温时DMRG的每一步的极端误差很小，在仅仅保留100个状态时误差的

数量级是10−7。由图6.3我们可以看出时间不是很长时DMRG与精确解符合的非

常好。过了一定时间之后，DMRG的结果产生了以精确解为中心的逐渐增大的

震荡。通过取更靠近与1的对数离散化参数我们可以有效的减小这种震荡。

有限温度下，杂质与能带之间的纠缠度会随着时间迅速变大，所以DMRG的

截断误差变得更加重要。从图6.4所示的有限温动力学关联函数和相应

的DMRG每步截断误差我们可以看出我们在有限温度时计算的时间关联函

数远不如在零温时精确。所以如果需要长时间的有限温动力学关联函数信息，

我们就需要保留很多的状态数目。

当然对于计算动力学关联函数从而计算谱函数的问题现有的数值重正化群

已经能够很好的解决，所以并不是很迫切的需要用DMRG来计算。这里我们只

是测试了一下DMRG计算这类问题的效果供以后的研究参考。
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图 6.3: T = 0时动力学关联函数的虚部Im[< 0|d†(t)d(0)|0 >].

lambda(Λ)是对数离散化参数，matsize 是DMRG保留的状态数

目。|0 >是基态。Λ = 1.05时我们所用的Wilson链长是240，Λ =

1.03时链长是400。

6.4 用用用DMRG研研研究究究哈哈哈密密密顿顿顿量量量含含含时时时的的的共共共振振振能能能级级级模模模型型型的的的动动动力力力学学学

下面我们来研究无相互作用的哈密顿量含时的共振能级模型。哈密顿量的

原始形式是

Ĥ(t) = εd(t)d
†d +

∑

k

εkc
†
kck + V

∑

k

(d†ck + c†kd). (6.24)

转换成Wilson链的形式是

Ĥ(t) = εd(t)d
†d + (

2ΓD

π
)1/2(f †0d + d†f0)

+
D

2
(1 + Λ−1)

∞∑
n=0

Λ−n/2ξn(f †nfn+1 + f †n+1fn), (6.25)
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图 6.4: 温度是β = 20时动力学关联函数< d†(t)d(0) >β的虚部。下图

是DMRG每一步的截断误差。Λ = 1.05时的Wilson链长为240，Λ =

1.1时的链长为140。

这里我们重新定义

εd(t) = Dvt (6.26)

D是半能带宽度，如上面的讨论一样我们令D = 1作为能量单位。v是能级移动

速度。在具体的计算中我们只能计算有限的时间尺度，因此我们实际使计算的

时间长度是t ∈ [−30, 70] 或者t ∈ [−50, 50], 另外如果没有特别指明，我们使用的

能级移动速度是v = 1。初始时刻t0 = −30或t = −50时的格点占据能远低于费

米面，因此初始时刻哈密顿量的基态是对t0 → −∞时的基态的很好的近似。
在t0时刻杂质上有一个粒子占据，随着时间杂质能级逐渐升高，离能带越

来越近，这时杂质与能带交换粒子的几率越来越大。当杂志能级跃过能带之后，

杂质与能级交换粒子的几率逐渐减小。所以当t → ∞时，杂质上的粒子数期望
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值要小于1。我们希望具体的来研究这个过程，比如我们想知道nd如何随时间变

化，即求nd(t)。

6.4.1 精精精确确确解解解

首先我们用严格的方法来解觉这个问题。哈密顿量6.24可以写成二次型的

形式

Ĥ(t) = (a†0, a
†
1, a

†
2, · · · , a†L−1)H(t)




a0

a1

a2

...

aL−1




, (6.27)

其中a0 ≡ d, ai ≡ fi−1. H(t)是一个L× L的厄米矩阵，L是Wilson链的长度。

对角化矩阵H(t0)我们得到

Ĥ(0) =
∑

k

Ekc
†
kck. (6.28)

第k个单粒子能级是

|k〉 = c†k|0〉 =
∑

i

uika
†
i |0〉, (6.29)

uik是H(0)的本征矢，满足

∑
j

H(0)ijujk = Ekuik. (6.30)

在t0系统处于热力学平衡态,单粒子状态服从费米分布

f(k) =
1

1 + eβEk
. (6.31)

零温时就是一个简单的阶梯函数

f(k) =

{
0, Ek > 0

1, Ek < 0
. (6.32)

系统的初始密度矩阵是

ρ̂(t0) =
∑

k

f(k)|k〉〈k|. (6.33)
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密度矩阵的演化服从von Neumann方程

i
∂ρ̂(t)

∂t
= [Ĥ(t), ρ̂(t)]. (6.34)

这个方程可以用一般的常微分方程求解方法，例如Matlab的ode45, 方便的解出

来。然后我们就可以求出算符在某一时刻的期望值, 比如n̂d(t)为

nd(t) = Tr [n̂dρ̂(t)] = Tr
[
a†0a0ρ̂(t)

]
. (6.35)

6.4.2 精精精确确确解解解结结结果果果

我们用精确解来分析不同参数对这个问题的影响。在计算nd(t)中我们用到

的参数分为两类，一类是问题本身的参数包括能级移动速度v, 温度β,这类参数

是客观的参数。另一类是对数离散化能带时用的参数包括Λ, Wilson链的长度L,

这类参数是主观参数，我们需要综合考虑它们对结果精度和计算量的影响来选

择尽可能好的参数值。

6.4.2.1 对对对数数数离离离散散散化化化参参参数数数

首先我们看主观的对数离散化参数。我们使用的外势是εd(t) = t − 50其

中t ∈ [0, 100]。

图6.5所示为不同的Wilson链长对结果的影响。可以看出随着链长的正常，

结果迅速收敛，在链长超过L = 50以后结果变换很小，后面的实际计算中对

于Λ = 1.08时的情况我们取链长为L = 160。

图6.6比较了不同Λ对结果的影响。可以看到，Λ较大时，在越过能带后会有

较大的人为的震荡。使用接近与1的Λ可以有效的消除这些震荡，经过试验我们

发现使用Λ = 1.08几乎消除了所有人为造成的震荡，进一步减小Λ对结果已经没

有明显影响。对于仍然存在的震荡和拍我们会在后面给出物理上的解释。

我们也测试了使用z平均（参考附录B）来消除人为震荡的效果。如图6.7所

示我们比较了不是用z平均和另外两种z平均的效果。可以看出z平均可以一定程

度上减小认为震荡，但是效果远不如使用较小的Λ。图6.8比较了使用较小的Λ与

使用z平均来消除人为震荡的效果。使用较为接近于1的对数离散化参数Λ可以

在计算量小于z平均的前提下取得远比z平均好得多的效果。这在另一个较多也

体现出了DMRG的优越性，因为它可以使用非常接近于1的Λ，而NRG则不行。
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图 6.5: 不同的Wilson链长对结果的影响。我们使用的其他参数

是Λ = 1.08, Γ = 0.05, τ = 0.1，温度T = 0。

0 20 40 60 80 100
t*D

0.88

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

n_
do

t(
t)

Lambda=1.08
Lambda=2

图 6.6: 不同的Λ对结果的影响。我们使用的其他参数是L = 160,

Γ = 0.05, τ = 0.1，温度T = 0。
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图 6.7: 使用z平均（参考附录B）来消除人为震荡的效果。z = 0是

不是用z平均，z = −0.5 : 0.5 : 0.5是取z = −0.5, 0, 0.5三种情况作平

均，z = −0.5 : 0.1 : 0.5是从-0.5到0.5每隔0.1取一个z值，然后做平

均。
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图 6.8: 使用z平均与使用较小的对数离散化参数Λ对于消除人为震

荡的效果的比较。



62 用密度矩阵重正化群方法研究一维量子系统及量子杂质系统的动力学性质

6.4.2.2 问问问题题题相相相关关关参参参数数数

我们这里研究的与问题相关的参数是温度β = 1/T和能级移动的速度。

图6.9是不同温度下的nd(t)。
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图 6.9: 不同温度下的nd(t)。

图6.10是不同的能级移动速度对于该问题的影响。能级移动的越慢，粒子最

终就有越大的几率跃迁到能带上。极限情况是准静态过程，t → ∞粒子完全跃
迁的能带上。

6.4.3 DMRG结结结果果果

图 6.11给出了零温时的精确解和DMRG的结果。图 6.12 给出了DMRG结果

的误差。可以看出DMRG的结果是非常精确的。仅仅保留100个状态我们得到的

最大相对误差的数量级是10−4，我们可以通过增加保留的状态数目进一步有效

的减小误差。
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图 6.10: 不同能级移动速度。其中我们使用了εd(t) = 2W
T

t − W ,

T = 100。

6.4.4 物物物理理理分分分析析析

下面我们对上面的结果做一个直观的物理上的理解。首先我们研究一个最

简单的静态的二能级系统，其哈密顿量是

H = E0d
†d + E1c

†
1c1 − γ(d†c1 + c†1d), (6.36)

矩阵形式是

H =

(
E0 −γ

−γ E1

)
. (6.37)

我们要问关于这个模型动力学的一个基本问题：假如在t0系统处于能级|d〉 =

d†|0〉, 那么在t时刻系统仍然处于|d〉的几率是什么？顺便指出如果我们使
用εd(t)代替E0这就变成了最初的Landau-Zener问题。

用哈密顿量 (6.36)的两个本征矢|α〉, |β〉展开|d〉我们有

|φ(0)〉 = |d〉 = a|α〉+ b|β〉 (6.38)

在t时刻这个状态演化成为

|φ(t)〉 = ae−iEαt|α〉+ be−iEβt|β〉, (6.39)
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图 6.11: 零温时用DMRG和精确解计算的杂质上粒子占据数随时

间的变化。我们使用的参数是Wilson链长L = 160, 对数离散化参

数Λ = 1.08, 杂化参数Γ = 0.05, 杂质上的势能是εd(t) = t − 30 with

t ∈ [0, 100]。对t-DMRG我们使用的Suzuki-Trotter步长是τ = 0.05,

保留100个状态。嵌入图是对震荡和拍的局部放大。上下部的标记是

为了比较数值结果与我们下一节要介绍的一个简单的物理直观理

解。

其中Eα和Eβ是两个本征能量。

在t时刻发现状态仍然是|d〉的几率是

|〈φ(0)|φ(t)〉|2 = |a|4 + |b|4 + 2|a|2|b|2 cos(
Eβ

~
− Eα

~
)t

= 1− A + A cos ωt, (6.40)

其中

A = 2γ2/(4γ2 + (E1 − E0)
2) (6.41)

ω =
√

4γ2 + (E1 − E0)2 (6.42)

当E0随时间变化时上面的频率就变为瞬时频率

ω(t) =
√

4γ2 + (E1 − E0(t))2, (6.43)
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图 6.12: 零温时保留不同数目的状态时的DMRG的误差。y轴定义

为δnd(t) ≡ nDMRG
d (t)− nExact

d (t)。其他参数与图 6.11相同。

公式 (6.40)中的余弦项变为cos
[∫ t

0
ω(s)ds

]
。

我们现在回到原来的问题，用上面的物理图像来解释结果中的振荡频率和

拍的周期。能带对这个问题的贡献分为两部分：一是费米面下的被占据的能级，

二是费米面上未被占据的能级。与能级的移动速度v = 1相比图 6.11中的杂化参

数Γ = 0.05非常小，这意味着粒子只有很小的概率跃迁到能带上面。因为费米面

下被占据的能级对粒子跃迁的影响远小于费米面上部未被占据的能级。作为近

似我们忽略费米面下的能级而只考虑未占据能级的影响。我们将所有未占据能

级的E1的影响加起来，将式(6.40)中的振动项对E1积分得:

Ã(t) ≡
∫ 1

0

cos

(∫ t

0

(E1 − s + 30)ds

)
dE1

=
2

t
sin

(
t

2

)
cos

[
t

2
(t− 61)

]
. (6.44)

在上式中我们同样忽略了ω(t)中的4γ2 = 8ΓD/π。除了能级移动到能带附近时

这是一个很好的近似。

式 (6.44)可以用来理解图Fig. 6.11中的震荡和拍。Ã(t)的因子sin
(

t
2

)
描述的

是拍。拍的周期是Tbeats = 2π
1/2

≈ 12.6。我们在图 6.11的嵌入图中曲线的下侧标

出的两个标度的距离是12.6，我们可以看出这个周期与图中的数据吻合的很好。
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图片上侧的标记是我们解

t

2
(t− 61) = 2mπ + const (6.45)

得到的，其中m是整数。我们选择const使得标志正好对准震荡的峰值。我们可

以看到标记与震荡吻合的很好。



第第第七七七章章章 总总总结结结与与与展展展望望望

本文介绍了DMRG的最新进展t-DMRG与FTDMRG，以及它们在一维量子

问题和量子杂质问题上的应用。从我们的一些测试结果可以看出将DMRG应用

到计算一维量子系统的有限温度下的动力学和量子杂质问题的动力学问题上是

很有前景的。

DMRG自从1992年提出以来它的应用范围就不断的被拓展，特别是

将DMRG用矩阵乘积态语言表述之后，得益于相关领域的研究，DMRG更

是突飞猛击的发展。在DMRG的发展过程中一个引人注意的特点是DMRG的拓

展性很强，它常常能与其他的方法相结合，从而架起了连接两个不同领域的桥

梁。例如t-DMRG和FTDMRG本身就是和量子领域互相借鉴的结果。另外就在

最近几个月Sandvik和Vidal[45]以及Schuch[48]等人分别尝试了将DMRG与量子

蒙特卡洛相结合来计算二维量子模型，取得了很有希望的结果。这个方向的研

究还涉及到拓扑量子计算等相关领域，是最近开始的一个热点研究领域。

作为一个数值方法，DMRG仍处于迅速发展的初始阶段。可以预见作为一

个非常灵活而且能够将不同领域联系起来的桥梁的方法，必然能够在促进自身

的发展的同时对相关领域的发展起到有益的推动作用。





附附附录录录 A 波波波函函函数数数变变变换换换

波函数变换又叫波函数预测，更准确的说应该叫做波函数表象变换。

是DMRG算法的一个重要组成部分。在有限DMRG中波函数变换用来寻找一

个好的初始的试探波函数以便加快迭代算法求总系统基态的收敛速度[64]。而

在t-DMRG中波函数变换则是不可缺少的组成步骤。

如图A.1所示，加入我们现在有一个链长为L的系统，采用开放边界条件。

我们想把上面构型的表象向右移动一个格点变成下面构型的表象。上面构型的

表象的基失是|l〉|ml+1〉|ml+2〉|l + 3〉，我们约定|x〉在最前面时表示从第1个格点

到第x个格点，在最后面时表示从第x个格点到最后一个格点L，|mx〉表示第x个

格点。我们想把这个表象变成下面构型的|l + 1〉|ml+2〉|ml+3〉|l + 4〉表象。要做这
样一个表象变换也就是要把所有的算法和波函数在这个新的表象了表示出来。

对于算符，正如我们在正文介绍传统DMRG所指出的，我们仅仅保留了格

点和块的算符在各自的表象中的形式而没有把他们显式的在总系统的表象中表

示出来。所以算符的变换仅仅是在新的块表象的变换。对于右侧块的算符，因

为右侧块减去了一个格点而退回到更前一部，所以我们只需要重新读出已经保

存了的上一步的右块信息即可。而对于左块，增加了一个格点，希尔伯特空间

扩大了，所以我们就要像无限DMRG那样对左块的算符进行重正化。

假如上面构型中的波函数：

|Ψ〉 =
∑

l,ml+1,ml+2,l+3

Ψl,ml+1,ml+2,l+3|l〉|ml+1〉|ml+2〉|l + 3〉 (A.1)

那么我们利用这个波函数构造的左块的约化密度矩阵

ρL = TrR|Ψ〉〈Ψ| (A.2)

来求出变换矩阵L[ml+1]构造出重正化后的新的左块的基：

|l + 1〉 =
∑

ml+1,l

L[ml+1]l+1,l|l〉|ml+1〉 (A.3)

所有的新左块的算符要在这个基的下面重新写出来。
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图 A.1: 波函数变换示意图

由上一步保存的变换信息我们知道：

|l + 3〉 =
∑

ml+3,l+4

R[ml+3]l+3,l+4|ml+3〉|l + 4〉 (A.4)

利用L[ml+1]和R[ml+3]我们可以很容易的把波函数变换到新的表象中：

|Ψ′〉 =
∑

l+1,ml+2,ml+3,l+4

Ψ′
l+1,ml+2,ml+3,l+4|l + 1〉|ml+2〉|ml+3〉|l + 4〉 (A.5)

这个变换是近似的但是因为

∑

l+1

|l + 1〉〈l + 1| ≈ 1 (A.6)

所以这是一个很好的近似，这样做能使得|〈Ψ|Ψ′〉|2非常接近于1。波函数的

变换关系是：

Ψ′
l+1,ml+2,ml+3,l+4 ≈

∑

l,ml+1,l+3

L[ml+1]l+1,lΨl,ml+1,ml+2,l+3R[ml+3]l+3,l+4 (A.7)

要注意的是在实际写程序时三个矩阵的连乘效率很低，需要先乘两个矩阵

再将所得的结果与另一个矩阵相乘。



附附附录录录 B z平平平均均均

z平均是NRG中的一个常用技巧，在不减小Λ的情况下通过平均不同位置的

对数分割来达到更加逼近连续能带的效果。

如图B.1所示，假如我们只用一种对数分割最左边的那种情况

xn = Λ−n, n = 0, 1, 2, · · · (B.1)

其中我们用了Λ = 2。可以看出对于远离费米面的那部分能带，我们只用了很少

几个能级来表示，对于有些问题，这样的近似过于粗糙。NRG方法本身又限制

了我们想通过减小Λ的方法来增加表述这部分能带的能级的数目。

Frota和Oliveira[17]首先提出可以通过移动离散化的位置做多次计算然后取

平均来优化结果。具体是我们这样来选取分割点

xn =

{
1 : n = 0

Λ−(n+Z) : n ≥ 1 ,
(B.2)

利用上式给定一个Z ∈ [0, 1)我们就有一组离散化矢量。通过计算个z然后平均

做后的结果，我们就能在一定程度上消除人为离散化能带的影响。
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图 B.1: z平均示意图。只画出了能带的上半部分，下端是费米面。三

个图都使用xn = 2−n+z分割，三个图的z取值不同。如果我们用很多

不同的z的分割来计算一个问题，然后品均结果就可以在一定程度

上更加逼近连续能带的情况。



附附附录录录 C 英英英文文文术术术语语语缩缩缩写写写及及及翻翻翻译译译对对对照照照表表表

缩写 英文全称 中文翻译

DMRG Density Matrix Renormalization Group 密度矩阵重正化群

t-DMRG Adaptive time-dependent DMRG 自适应含时密度矩阵重正化群

FTDMRG Finte Temperature DMRG 有限温密度矩阵重正化群

Static time-dependent DMRG 静态含时密度矩阵重正化群

TMRG Transfer Matrix Renormalization Group 转移矩阵重正化群

NRG Numerical Renormalization Group 数值重正化群

TD-NRG Time-dependent NRG 含时数值重正化群

MPS Matrix Product State (Representation) 矩阵乘积态（表象）

TEBD Time-evolve Block Decimation

iTEBD Infinite TEBD

表 C.1: 英文术语缩写及翻译对照表
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